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AVERTISSEMENT 

DE  LA   PREMIÈRE  ÉDITION 


II  existe  un  grand  nombre  de  Traités  de  trigonométrie; 
plusieurs  sont  excellents.  Qu'on  me  permette  de  dire 
brièvement  pourquoi  j'ai  pensé  qu'il  n'est  peut-être  pas 
inutile  d'en  publier  un  nouveau. 

Tous  les  professeurs  de  mathématiques  savent  com- 
bien est  utile  et  féconde  la  théorie  des  projections.  Non 
seulement  cette  théorie  est  indispensable  en  géométrie 
analytique,  mais,  sans  sortir  de  la  classe  de  mathéma- 
tiques élémentaires,  il  est  impossible  de  s'en  passer  en 
mécanique.  Les  formules  fondamentales  de  la  trigono- 
métrie peuvent,  il  est  vrai,  être  établies  indépendam- 
ment de  la  théorie  des  projections.  Mais,  si  l'on  veut 
réellement  démontrer  ces  formules,  et  non  les  admettre, 
c'est  au  prix  d'une  lourde  et  pénible  généralisation. 
C'est  pour  l'éviter  que  plusieurs  auteurs  de  traités  de 
trigonométrie  démontrent,  en  s'appuyant  sur  le  théo- 
rème des  projections,  la  formule  fondamentale  relative 
à  l'addition  de  deux  arcs. 

Je  me  suis  demandé  pourquoi  quelques  professeurs 
hésitent  à  suivre  cet  exemple;  si  certains  élèves  éprou- 
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vent  quelque  peine  à  bien  comprendre  un  laisonnement 
fondé  sur  la  théorie  des  projections,  ne  serait-ce  pas 
parce  qu'ils  sont  insuffisamment  familiarisés  avec  cette 
théorie?  Et  comment  en  serait-il  autrement  quand  ces 
olives  n'en  voient  dans  le  cours  entier  de  trigonométrie 
qu'une  seule  application? 

Dans  ce  livre,  je  me  suis  efforcé  d'appliquer  la  théorie 
des  projections  toutes  les  fois  que  j'ai  eu  à  démontrer 
une  formule  générale  qui  n'était  pas  la  conséquence 
immédiate  d'autres  formules  établies  antérieurement.  Le 
cosinus  et  le  sinus  sont  définis  les  mesures  des  projec- 
tions, sur  des  axes  bien  déterminés,  de  certains  segments. 
La  théorie  des  projections  est  utilisée  dès  le  début  de  la 
trigonométrie,  et  elle  est  la  base  des  démonstrations  des 
formules  relatives  aux  triangles.  Toutes  les  généralisa- 
tions de  formules,  quelquefois  si  longues,  si  fasti- 
dieuses sont  ainsi   évitées. 

On  remarquera  aussi  que  l'ordre  adopté  dans  les 
définitions  des  lignes  trigo  nom  étriqués  dispense  de 
changer  l'orientation  du  plan  quand  on  veut  définir  le 
complément  d'un  angle  ou  d'un  arc. 

J'ai  l'espoir  que  ceux  de  mes  collègues  qui  voudront 
bien  suivre  la  méthode  exposée  dans  ce  livre  verront 
leurs  élèves  comprendre  plus  facilement  la  théorie  des 
projections  e*  ses  nombreuses  applications  (*).  ' 


•   Cette  méthode  est  d'ailleurs  maintenant  prescrite  par  les  programmes 

officiels,  et  une  large  application  de  la  'Iliéorie  des  projections  est  prévue 
aussi  au  programme  de  Mécanique. 


TRAITÉ  DE  TR1G0MMÊTRIE 


CHAPITRE     PRÉLIMI  N  A  IRE 


THÉORIE    DES    PROJECTIONS 


§  l.  Vecteurs  ou  segments  de  droites.—  §  i.  Projections  sur  un  axe.—  §  3.  Rela- 
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|  1.  —  Vecteurs  ou  segments  de  droites. 

1.  Définitions.  —    Un  point  mobile  qui  se  déplace   sur  une 
droite  indéfinie  X'X  (fig.  1)  peut  marcher  dans  deux  sens  oppo- 
sés, que  nous  distin- 
~,  \  *:  *       guerons  endisantque 

A  A  B  A 

l'un  est  direct,  1  autre 

rétrograde  ;  le  sens 
direct,  choisi  arbitrairement,  sera  indiqué  par  une  flèche  pla- 
cée sur  la  droite  ou  à  côté,  et  nous  dirons  que  la  droite  est 
orientée. 

Sur  la  droite  orientée  X'X  marquons  deux  points  A  et  B, 
et  supposons  qu'un  mobile  parcoure  la  distance  AB  en  par- 
tant de  A;  suivant  la  disposition  des  points  A  et  B.  il  mar- 
chera dans  le  sens  direct  ou  dans  le  sens  rétrograde  ;  nous 
appellerons  vecteur  ou  segment  de  droite  une  distance  rectiligne 
parcourue  dans  un  sens  déterminé  dont  on  tient  compte  ;  A, 
point  de  départ  du  mobile,  est  Yoriijine  du  vecteur;  B,  point 
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d'arrivée,  on  est  l'extrémité.  La  distance  des  deux  points  A  etB, 
abstraction  l'aile  du  sens  dans  lequel  elle  est  parcourue,  est  la 
longxitw  du  vecteur.  Nous  désignerons  le  vecteur  AB  par  la 
notation  vecAB. 

Deux  vecteurs  portés  par  la  même  droite  ou  par  des  droites 
parallèles,  orientées  dans  le  môme  sens,  sont  dits  équipollents 
quand  ils  ont  même  longueur  et  même  sens. 

Deux  vecteurs  portés  par  la  même  droite,  et  qui  ont  leurs 
origines  symétriques  par  rapport  à  un  point  0  de  cette  droite, 
ainsi  que  leurs  extrémités,  ont  évidemment  même  longueur  et 
sont  de  sens  opposés. 

2.  Addition  des  vecteurs.  —  Pour  ajouter  à  un  vecteur  AB  un 

second  vecteur  CD  (Gg.  c2), 

x1      A  b      i  G      d     x  on  regarde  B  comme  l'ori- 

Fif,  2  gine  d'un  vecteur  BE  équi- 

pollent  à  CD  ;    la  somme 

est,  par  définition,  le  vecteur  AE. 

Cette  définition  s'applique  à  des  vecteurs  disposés  arbitrai- 
rement dans  un  plan  ou  dans  l'espace;  mais  en  ce  moment, 
nous  ne  considérons  que  des  vecteurs  portéspar  la  même  droite. 
Il  est  évident  que  si  les  deux  vecteurs  ont  le  même  sens,  leur 
somme  a  le  même  sens  qu'eux  ;  sinon  la  somme  a  même  sens 
que  le  vecteur  qui  a  la  plus  grande  longueur. 

Si  on  ajoute  le  premier  vecteur  AB  au  second,  CD,  on  a  la 
e  ou,  du  moins,  cette  somme  est  un  vecteur  équi- 
pollent  à  celui  qu'on  avait  trouvé  en   ajoutant  CD  à  AB.   Pre- 
nons, en  effet,  les  symétriques  A',  B',  E'    des  trois  points  A, 
B,  E  par  rapport  au  milieu  0  de  AE  ;    A'  coïncide  avec  E  et 
E'  avec  A  ;  le  vecteur  BE  a  pour  symétrique  B'E'  c'est-à-dire 
Donc  le  vecteur  AB'  est  équipollent  à  BE   et  par  suite  à 
De  même  le  vecteur  B'E  estéquipollent  à  AB.  Donc  enfin 
:teur  AE  représente  la  seconde  somme  aussi  bien  que  la 
première  (*). 

*    Le  ind    pas  des    positions   des   points   A,  B,  E   sur  la' 

;  on  pourra  donc  placer  ces  points  comme  on  voudra  si  on  veut  faire  une 
figure. 
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Si  on  représente  la  somme  des  deux  vecteurs  AB  et  CD  par 

vecAB  —  vecGD 

comme  s'il  s'agissait  de  nombres,  on  voit  que  vecAB  -+-  vecCD 
est  un  vecteur  équipollent  à     vec  CD  -+•  vec  AB. 

La  somme  d'autant  de  vecteurs  qu'on  voudra  s'obtient  en 
ajoutant  le  second  au  premier,  le  troisième  au  résultat  obtenu, 
et  ainsi  de  suite  jusqu'au  dernier. 

Retrancher  un  vecteur,  c'est  l'ajouter  après  l'avoir  changé  de 
sens. 

Remarques.  —  Il  revient  au  même  d'ajouter  à  un  vecteur  AB 
un  second  vecteur  BC  puis  un  troisième  CD  au  résultat,  ou 
bien  d'ajouter  à  AB  la  somme  de  ces  deux  derniers  vecteurs; 
car  celle  somme  est  le  vecteur  BD.  Or  vecAB  — vecBD  re« 
présente  vec  AU  aussi  bien  que     vec  AB -h  vec  BC  H- vec  CD. 

Il  suit  de  là  que  l'on  ne  change  pas  la  somme  de  trois  vec- 
teurs en  intervertissant  les  deux  derniers  ;  on  pourra  donc,  dans 
une  somme  d'auti  ni  de  vecteurs  qu'on  voudra,  intervertir  deux 
vecteurs  consécutifs  et  enfin  placer  les  vecteurs  dans  l'ordre 
qu'on  voudra. 

Si,  dans  une  somme  de  plusieurs  vecteurs,  deux  de  ces  vec- 
teurs ont  même  longueur  et  des  sens  opposés,  on  peut  les  sup- 
primer sans  changer  la  somme  :  car  on  peut  les  supposer 
consécutifs  ;  il  est  alors  évident  que  les  opérations  successives 
qu'on  doit  faire  pour  ajouter  le  premier  puis  le  second  peuvent 
être  supprimées. 

La  différence  de  deux  vecteurs  s'obtient  en  ajoutant  au  pre- 
mier un  vecteur  de  même  longueur  que  le  second  et  de  sens 
contraire.  En  ajoutant  à  celte  différence  le  second  vecteur,  on 
obtient  le  premier. 

3.  Mesure  d'un  vecteur.  —  On  appelle  mesure  aUjébi  que  ou 
simplement  mesure  d'un  vecteur  le  rapport  de  sa  longueur  à 
l'unité  «le  longueur,  ce  nombre  étant  précédé  du  signe  —  si  le 
vecteur  est  direct  et  du  signe  —  s'il  est  rétrograde.  Nous  dé- 
signerons le  nombre  algébrique  qui  est  la  mesure  du  vecteur 
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AB  par  la  notation  AB,  que  nous  liions  segment  AB  ou  AB 
dirigé.  Ainsi  les  nombres  AB  et  BA  mesurant  des  vecteurs 
qui  ne  diffèrent  que  par  le  sens  ont  même  valeur  absolue 
mais  sont  de  signes  différents  ;  leur  somme  est  donc  nulle  : 

À~B  +  BÂ=  0. 

Si  on  renverse  l'orientation  de  la  droite,  le  nombre  AB 
change  de  signe. 

On  dit  souvent  vecteur  positif  ou  négatif  au  lieu  de  vecteur 
direct  ou  rétrograde. 

Deux  vecteurs  équipoll^nts  ont  même  mesure,  et,  bien  sou- 
vent, on  ne  les  dislingue  pas. 

4.  Théorème.  -•  La  somme  d'aidant  de  vecteurs  qu'on  voudra 
portés  par  la  même  droite  a  pour  mesure  la  somme  algébrique 
de  leurs  mesures. 

Considérons  d'abord  deux  vecteurs  AB  et  BC  ;  leurs  me- 
sures sont  AB  et  BC~.  Le  vecteur  AC,  qui  est  leur  somme,  a 
pour  mesure  AC.  Il  s'agit  de  vérifier  que  dans  tous  les  cas  le 
nombre  algébrique  AC  est  la  somme  des  nombres  algébriques 
ÂB  et  BC. 

Supposons  d'abord  le  vecteur  AB  direct,  c'est-à-dire  AB 
positif;  alors  trois  cas,  indiqués  sur  les  ligures  3,  4  et  5,  peu- 
vent se  présenter;  étudions-les  successivement. 

Sur  la  figure  '6  le  vecteur  BC  est  aussi  direct,  et  il  en  estévi- 

j , , ^        demment  de  même  du 

X'         A  B  C  X        vecteur   AC.  Désignons 

comme    en    géométrie 

par    AB,  BC  et  AC  les 

rapports  à  l'unité  de  longueur  des  portions  de  droites   AB,  BC 

et  AC,  c"esl-à-dire  des  longueurs  de  nos  trois  vecteurs;  l'égalité 

évidente 

AB  4-BG  =  AC 

entraîne  évidemment  la  suivante  : 

ÂÏÏ-f-BC  =  ÂG, 
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puisque  les  trois  nombres  algébriques  AB,  BG   et  AC   sont 
ici  positifs. 

Sur  la  figure  4,  le  vecteur  BC  est  rétrograde  mais  de  lon- 
gueur inférieure  à  celle  du  vecteur   AB,  de  sorte  que   G  se 

trouve    entre  A   et   B. 
^77~        T~  Z  g  Y     En  conservant  les  mê- 

mes notation?,  on  peut 

lg"  écrire  l'égalité  numéri- 

que évidente 

AB  —  BC  =  AC. 

Or  le  nombre  algébrique  BG  est  ici  négatif,  et,  d'après  la 
définition  de  la  somme  de  deux  nombres  algébriques  de  signes 
différents,  la  somme  AB-hBG  est  égale  à  AB  —  BC;  d'ailleurs 
ÂC  =  AC;  donc 

AL>  ■+-  BC   est  bien  égal  à  AC. 

Enûn  sur  la  figure  5  le  vecteur  rétrograde  BC  a  une  longueur 

supérieure    à    celle   du 

7T,     t  T  t,  v       vecteur  direct   AB,    de 

X       C  A  ts  'V 

sorte  que  le  point  C  se 

Fi?« 5  ,1-1 

trouve  au  delà  de  A  en 

partant  de   B;  le  vecteur    AC   est  donc  rétrograde;  la  somme 

AB-+-BC    est  maintenant  un  nombre   négatif  dont  la  valeur 

absolue  est  BC  —  AB,  c'est-à-dire   AC;    ce  nombre  négatif  est 

donc  AC,   et  on  a  encore 

ÂB-4-BC  =  ÂC. 

Dans  tout  ce  qui  précède  le  vecteur  AB  est  direct;  s'il  est 
rétrograde,  on  peut  faire  un  raisonnement  analogue  sur  trois 
nouvelles  figures  se  distinguant  l'une  de  l'autre  par  la  position 
du  point  C.  On  peut  aussi  changer  pour  un  instant  l'orienta- 
tion de  la  droite  X'X;  le  vecteur  AB  devient  alors  direct  et  la 
relation  est  exacte.  Si  l'on  reprend  maintenant  l'orientation 
première,  les  nombres  AB,  BC  et  AC  changent  de  signe  et 
la  relation  AB  h-  BC  =  AC  reste  vraie. 

Le  théorème  est  donc  établi  dans  tous  les  cas  pour  deux 
vecteurs;  supposons-le  vrai  pour    n  —  1     vecteurs,  de  sorte 
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que,   AB,  BC,  . ..,  11K  étant  leurs  mesures,  on. a 

ÂB  -4-  BC  -h '.  . .  -+-  ÏÏK  =  ÂR. 

Considérons  un  nième  vecteur  mesuré  par  KL;  ajoutons-le 
aux  n  —  I  vecteurs  précédents;  nous  savons  que  AK-t-KL 
est  égnl  à   AL;  par  suite, 

AB  h-  BC  -h  . . .  +  HK  +    KL    est  bien  égal  à  AL. 

Remarque.  —  On  a  vu  précédemment  qu'on  peut  placer  dans 
l'ordre  qu'on  voudra  les  vecteurs  qu'on  ajoute  sans  altérer 
leur  somme:  en  tenant  compte  du  théorème  précédent,  on  voit 
qu'on  ne  change  pas  la  somme  de  plusieurs  nombres  algébriques 
en  les  intervertissant  de  la  manière  qu'on  voudra.  Car  quel  que 
soit  l'ordre  adopté,  la  somme  de  tous  ces  nombres  est  la  mesure 
de  la  somme  des  vecteurs  qu'ils  mesurent;  or  cette  somme 
de  vecteurs  est  indépendante  de  l'ordre  dans  lequel  on  les 
ajoute. 

5.  Théorème.   —  Si   n  points,    A,  B,  C,  ...,K,  L    sont  dis- 

_  posés    arbitrairement 


.g      q  \  l      k      \*         sur  une  droite  orientée 

XX  (fîg.  6),  il  existe 
entre  les  mesures  des  n 
vecteurs  consécutifs  qui  ont  ces  points  pour  origines  la  relation 

ÂB-+-BC-f-CÏÏ4-  ...  -+-  KL  -+-  LA  =  0. 

En  effet,  la  somme  de  ces  n  vecteurs  est  un  vecteur  dont 
l'origine  et  l'extrémité  coïncident,  et  dont  la  mesure  est  par 
suite  zéro.  Or  cette  somme  est  égale,  d'après  le  théorème  pré- 
cédent, au  premier  membre  de  l'égalité  qu'on  vient  d'écrire. 

Corollaire.  —  La  mesure  AB  d'un  vecteur  quelconque  peut 
être  remplacée  par  la  différence  OB  —  ÔÂ  des  mesures  de 
deux  vecteurs  ayant  pour  origine  commune  un  point  0  quel- 
conque de  la  droite  qui  porte  AB  et  pour  extrémités  respec- 
tives, le  premier  l'extrémité  du  vecteur  AB,  le  second  son  ori- 
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gine.  En  effet,  quelle  que  soit  la  disposition  des  points,  on  a 
toujours 

ÂB-i-BÔ  +  ÔÂ"  =  0,  d'où  ÂB  =  ÔB  — ÔÂ. 


§2.  —  Projections  sur  un  axe. 

6.  Définitions.  —  Un  système  de  projections  sur  un  axe  est 
défini  par  une  droite  illimitée  et  orientée  x'x  appelée  axe  de 
projection  et  par  un  plan  P  non  parallèle  à  la  droite. 

Par  un  point  A  de  l'espace  on  peut  toujours  faire  passer  un 
plan  P'  parallèle  à  P  (fig.  7)  et  ce  plan  coupera  toujours  l'axe 


Fig.  7 

en  un  point  a  bien  déterminé  et  qui  est  appelé  la  projection  du 
point  A  dans  le  système  considéré.  Un  point  A  a  toujours 
une  projection  et  une  seule,  mais  cette  projection  appartient 
à  tous  les  points  du  plan  P.  Ce  plan  est  appelé  plan  projetant 
de  chacun  de  ses  points. 

Soit  AB  un  vecteur  situé  arbitrairement  dans  l'espace,  mais 
non  parallèle  au  plan  P;  les  points  A  et  B  ont  sur  x'x  des 
projections  a  et  b  qui  sont  distinctes.  Si  un  point  mobile 
parcourt  le  vecteur  AB  en  marchant  de  A  vers  B,  sa  pro- 
jection parcourt  en  même  temps  la  portion    ab   de  l'axe  en 
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marchant  de  a  vers  b.  Le  vecteur  ab  est  appelé  la  projection 
du  vecteur  AB. 

7.  Renauque  1.  —  11  importe  de  remarquer  que  l'orientation 
de  la  droite  qui  porte  le  vecteur  AB  est  absolument  indépen- 
dante de  celle  de  l'axe  x'x.  Aussi  la  projection  d'un  vecteur 
direct  peut  être  un  vecteur  rétrograde,  et  inversement. 

8.  Remarque  H.  —  Supposons  qu'un  second  axe  de  projection 
y'y  soit  parallèle  au  premier  x'x,  et  conservons  le  plan  P.  Les 
longueurs  des  projections  sur  ces  axes  d'un  vecteur  AB  sont 
égales,  comme  portions  de  droites  parallèles  comprises  entre 
plans  parallèles  ;  si  de  plus  les  axes  sont  orientés  dans  le 
même  sens,  les  deux  projections  de  AB  seront  des  vecteurs 
équipollents. 

9.  Remarque  III.  —  Supposons  qu'on  ait  à  projeter  un  ou 
plusieurs  vecteurs  situés  dans  un  même  plan  M  contenant  l'axe 
x'x  (fig.  8);  désignons  par  S  la  droite  d'intersection  des  plans 

M  et   P.   Tous   les    plans 
,b  projetants  qu'on  devra  me- 

ner couperont  le  plan    M 
suivant  des  droites  paral- 
lèles  à    8   appelées  proje- 
-~£     %        tantes.  Le  système  de  pro- 
jection est,  en  ce  cas,  suffi- 
samment défini   par   l'axe 
de  projection  et  la  droite  o. 
Tous  les  théorèmes  établis  plus  loin  supposent  que  le  sys- 
tème de  projection  a  été  choisi  arbitrairement,  mais  qu'il  est 
bien  défini. 

10.  Projections  orthogonales.  —  Quand  le  plan  P  ou  la  droite 
2  est  perpendiculaire  à  l'axe  x'x,  on  dit  que  le  système  de  pro- 
jection est  orthogonal. 

11.  Projection  d'un  contour  polygonal.  —  Considérons  une 
ligne  brisée  quelconque  plane  ou  gauche    AB...KL    (ûg.  9),  et 


Fig.  8 
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supposons  qu'un  point  mobile  pariant  de  A  suive  cptte  ligne 
pour  arriver  en  L  ;  chacun  des  côt^s  de  cette  ligne  est  alors  un 
vecteur  que  nous  pourrons  regarder  comme  direct  à  moins  qu'il 
ne  soit  parallèle  à  une  droite  déjà  orientée.  Cette  suite  de  vec- 
teurs est  appelée 
contour  polygo- 
nal ;  le  point  A. 
d'où  part  le  mo- 
bile est  Yorigine, 
le  point  d'arrivée 
L  est  V  extrémité 
du  contour  ;  le 
vecteur  AL  qui  a 
même  origine  et 
même  extrémité 
que  le  contour  en 
est  la  résultante. 
On  l'appelle  aussi  la  somme  géométrique  des  vecteurs  qui  com- 
posent le  contour. 

Cette  somme  géométrique  n'a  pas  pour  mesure  la  somme 
algébrique  des  mesures  des  vecteurs  composants;  c'est  pour- 
quoi on  projette  tous  ces  vecteurs  sur  un  axe. 

On  appelle  projection  du  contour  la  somme  des  vecteurs 
projections  de  ceux  dont  il  est  formé. 

12.  Théorème.  —  La  projection,  sur  un  axe  quelconque,  d'un 
contour  poh/gonal  plan  ou  gauche  est  égale  à  la  projection  sur 
cet  axe  de  la  résultante  du  contour. 

En  effet,  quelle  que  soit  la  disposition  des  points  a,  b,  ...,  k,  l 
projections  des  divers  sommets  du  contour,  nous  savons  que 
l'on  a 

vec  ab  -+-  vec  bc  4-  ...  H-  vec  kl  =  vec  al. 

Cette  égalité  traduit  l'énoncé  du  théorème. 
Il  est  bien  entendu  qu'il  y  a  entre  les  mesures  de  ces  projec- 
tions une  relation  analogue;  ainsi  : 

ab  -i-  bc  -j-  .  .  .  ^rV.  =  al. 
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Pour  rappeler  qui'  le  vecteur  ab  est  la  projection  du  vecteur 
AB,  nous  écrirons  PrAB  au  lieu  de  ab  ;  l'égalité  précédente 
devient  alors 

PrXTi  +  /VBC-h  ...  -+■  PrÏÏh  =  PrTL. 

13.  Coroll.\[re  I.  —  Si  deux  contours  polygonaux  ont  même 
origine  et  même  extrémité,  ils  ont  aussi  même  projection  sur 
un  axe  quelconque.  Car  leurs  projections  sont  égales  à  celle  de 
leur  résultante  commune. 

14.  Corollaire  II.  —  Si  le  contour  considéré  est  fermé,  c'est- 
à-dire  si  l'extrémité  coïncide  avec  l'origine,  la  résultante  est 
nulle  ;  la  projection  de  cette  résultante  sur  un  axe  quelconque 
est  évidemment  nulle,  et  il  en  est  de  même  de  la  projection  du 
contour  polygonal,  c'est-à-dire  du  polygone. 

15.  Remarque.  —  Il  faut  remarquer  que  si  la  projection  d'un 
contour  sur  un  seul  axe  est  nulle,  on  ne  peut  pas  affirmer  que 
le  contour  est  fermé  :  car  il  suffit,  pour  que  la  projection  soit 
nulle,  que  la  résultante  soit  parallèle  au  plan  P  qui,  avec  l'axe, 
définit  le  système  de  projection  (6). 

En  choisissant  un  second  plan  Q  non  parallèle  au  premier  et 
en  projetant  le  même  contour  sur  l'axe  x'x  ou  sur  un  nouvel 
axe,  s'il  arrive  que  cette  projection  soit  nulle  comme  la  pre- 
mière, on  pourra  affirmer  que,  si  la  résultante  n'est  pas  nulle, 
elle  est  parallèle  à  l'intersection  des  plans  P  et  Q. 

Enfin,  si  la  projection  faite  parallèlement  à  un  troisième  plan 
R  non  parallèle  à  l'intersection  de  P  et  Q  est  encore  nulle, 
comme  la  résultante  ne  peut  pas  être  parallèle  au  plan  R,  on 
peut  affirmer  qu'elle  est  nulle,  c'est-à-dire  que  le  contour  est 
fermé. 

En  résumé,  quand  un  contour  est  fermé,  sa  projection  est 
nulle,  quel  que  soit  le  système  considéré.  Pour  qu'on  puisse 
affirmer  que  le  contour  est  fermé,  il  suffit  que  ses  projections 
sur  trois  axes  quelconques,  faites  parallèlement  à  trois  plans 
non  parallèles  à  une  même  droite,  soient  séparément  nulles  (*). 

(*)  On  dit  de  même  en  géométrie  :  Quand  une  droite  est  perpendiculaire  à  un 
plan,  elle  est  perpendiculaire  à  toutes  les  droites  du  plan.  Pour  qu'on  puisse  affirmer 
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Dans  le  cas  où  le  contour  considéré  serait  plan,  on  pourrait 
choisir  le  plan  même  de  la  figure  pour  l'un  des  trois  plans  P. 
Q,  R,  l'axe  correspondant  étant  une  droite  quelconque  coupée 
par  ce  plan;  la  projection  du  contour  sur  cet  axe  serait  alors 
évidemment  nulle,  et  il  ne  resterait  plus  que  deuxconditi 
remplir  polir  que  le  contour  soit  fermé  :  ces  conditions  sont 
que  les  projections  du  contour  sur  deux  axes  situés  dans  son  plan, 
faites  parallèlement  à  deux  droites  de  ce  plan  non  parallèles 
entre  elles,  soient  séparément  nulles. 

Ces  propositions  trouvent  en  .Mécanique  d'importantes  appli- 
cations. 

§  3.  —  Relation  entre  les  mesures  d'un  vecteur 
et  de  sa  projection. 

16.  Théorème.  —  Le  rapport  des  mesures  de  deux  wcl 
parallèles  à  une  droite  orientée  est  égal  au  rapport  des  mesiu 
leurs  projections. 

Soient  les  vecteurs  AB  et  CD  (flg.  10)  parallèles  à  la  droite 


Fig.  10 

orientée  X'X;  projetons-les  parallèlement  au  plan  P  sur  l'axe 


qu'une  droite  est  perpendiculaire  à  un  plan,  il  suffit  qu'elle  soit  perpendiculaire  à 
deux  droites  non  parallèles  tracées  dans  le  plan. 
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rfz,  et  supposons  que  les  projections  soient  les  vecteurs  ab 
et  cd . 

Si  le  vecteur  CD  n'est  pas  porté  parla  même  droite  que  AB, 
nousleremplaceronspaiie vecteur C,Di  compiisentreles  mêmes 
plans  projetants  et  porté  par  la  même  droite  que  AB  ;  il  est 
évident  que  les  vecteurs  CD  et  GjD,  ont  même  mesure  et  aussi 
même  projection. 

On  a  vu  en  géométrie  que  des  plans  parallèles  interceptent 
sur  des  droites  quelconques  des  longueurs  proportionnelles. 
On  peut  donc  écrire,  en  ne  considérant  que  les  longueurs  des 
vecteurs, 

AB  ab 

CD   ~~  ~cd" 

Reste  à  prouver  que  l'égalité  reste  vraie  quand  on  tient  compte 
des  signes.  Or  si  les  mobiles  qui  parcourent  les  vecteurs  AB  et 
CD  marchent  dans  le  même  sens,  il  en  est  évidemment  de 

,  Â~B  a~b 

même   des   mobiles  projections  ;  les  rapports  et   -=r- 

CD  cd 

sont  alors  positifs  ;  si  au  contraire  les  mobiles  de  l'espace  mar- 
chent dans  des  sens  opposés,  il  en  est  de  même  de  leurs  pro- 
jections, et  les  deux  rapports  sont  en  ce  cas  négatifs  ;  l'égalité 

ÂB  al) 


CD  cd 

est  donc  toujours  vraie. 

En  particulier,  si  les  vecteurs  de  l'espace  sont  égaux,  leurs 

projections  sont  égales. 

17.  Remarque  I.  —  Le  raisonnement  précédent  est  en  défaut 
si  la  direction  X'X  est  parallèle  au  plan  P;  les  projections  des 
vecteurs  sont  alors  nulles  et  leur  rapport  cesse  d'être  déter- 
miné. 

18.  Remarque  II.  —  Dans  les  applications  on  ne  considère  pas 
le  rapport  de  deux  vecteurs  regardés  comme  grandeurs,  mais 
seulement  le  rapport  de  leurs  mesures,  et  pour  abréger  le  lan- 
gage on  supprime  le  mot  mesure  ;  dans  ce  qui  suit  nous  dirons, 
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suivant  l'usage,  rapport  de  deux  vecteurs  au  lieu  de  rapport  de 
leurs  mesures. 


19.  Théorème.  —  //  existe  un  rapport  constant  entre  la  pro- 
jection d'un  vecteur  variable  porté  par  une  droite  fixe  et  ce  vecteur. 

Soient  en  ell'et  Ab  un  vecteur  variable  porté  par  une  droite 

fixe  X'X  (fig.  H)  et  CD 
un  vecteur  constant 
porté  par  la  même  droite, 
et  soient  ab  et  cd  leurs 
projections  ;  on  vient 
d'établir  l'égalité  algé- 
brique 

ÂB        âb 
CD  ""  cd 


c       b      d 

FIS-  H 


(1) 


Je  dis  que  dans  celte  égalité  il  est  permis  d'intervertir  les 
extrêmes  comme  dans  une  proportion  arithmétique  ;  c'est  ce 
qui  résulterait  d'un  théorème  connu  si  on  ne  considérait  que 
les  valeurs  absolues  des  nombres  algébriques  qui  entrent  dans 
celte  égalité  ;  on  peut  donc  écrire 


(â) 


cd 
CD 


ab 


11  faut  prouver  que  l'égalité  (2)  reste  vraie  en  tenant  compte 
des  signes  ;  or  si  les  nombres  AB  et  ab  ont  le  même  signe, 
les  nombres  CD  et  cd  ne  peuvent  pas  avoir  des  signes  diffé- 
rents à  cause  de  l'égalité  (1)  qui  est  vraie  par  hypolbèse  ;  les 

cd  ab 

deux  rapports  -z=-  et sont  alors  positifs,  bi  au  contraire 

CD         AB 

les  nombres  AB  et  ab  ont  des  signes  différents,  les  nombres 

CD  et  cd  ne  peuvent  pas  avoir  le  même  signe  et  les  deux 

cd         ab 
rapports  - —  et  -=-  sont  en  ce  cas  négatifs.  Dans  tous  les  cas 
CD        AB 
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ils  sonl  égaux,  et  l'égalité 

cd  ab 

CD         ÂB 

est  toujours  vraie. 

Désignons  par  1  le  premier  rapport;  on  voit  que  quand  le 
vecteur  AB  varie,  la  projection  de  ce  vecteur  et  le  vecteur 
lui-même  sont  liés  par  la  relation 

(3)  E  =  X. 

AB 

C'est  ce  qu'il  fallait  prouver. 

20.  Remarque.  —  Le  nombre  X,  qui  est  égal  au  rapport  de 
la  projection  d'un  vecteur  quelconque  de  X'X  à  ce  vecteur, 

•ussi  la  mesure  de  la  projection  d'un  vecteur  porté  par  X'X 
et  mesuré  par  le  nombre  -t-  1  ;  si,  en  effet,  on  suppose 

ÂB  =  -M, 

on  voit  que     ab  =  X. 

21.  Théorème.  —  La  projection  sur  un  axe  quelconque  d'un 
ur  porté  par  une  droite  fixe  X'X  est  égale  au  produit  du 

vecteur  par  la  mesure  de  la  projection  du  vecteur  mesuré  par  -h  \ 
pur  la  même  droite  ou  par  une  droite  parallèle. 
En  effet,  l'égalité  (3)  qui  précède  peut  s'écrire 

âb  =  ÂB.X. 

Elle  traduit  l'énoncé  du  théorème,  puisque  À  est  la  mesure 
de  la  projection  du  vecteur  ayant  -t-  1  pour  mesure. 


|    4.    —    Détermination,    par   les    projections,   du 
segment  directeur.  —  Objet  de  la  trigonométrie. 

22.  Segment  directeur.  —  11  résulte  des  théorèmes  qui  pré- 
cèdent que  dans  tout  système  de  projections,  pourvu  qu'il  suit 
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bien  défini  (9),  à  toute  direction  X'X  correspond  un  nombre 
positif  ou  négatif  X  et  un  seul  exprimant  la  valeur  du  rapport 
de  la  projection  d'un  segment  quelconque  pris  sur  X'X  à  ce 
segment  :  ce  nombre  X  est  aussi  égal  à  la  mesure  de  la  projec- 
tion du  segment  positif  égal  à  l'unité  de  longueur  pris  sur  X'X 
ou  sur  une  droite  parallèle  et  qu'on  appelle  segment  directeur. 
Il  est  naturel  de  se  demander  si,  réciproquement,  à  tout  nom- 
bre X  correspond  un  segment  directeur  et  un  seul,  c'est-à-din» 
une  direction  et  une  seule.  Nous  allons  résoudre  cette  question 
en  supposant  d'abord  que  le  segment  directeur  est  dans  un  plan 
connu,  puis  qu'il  est  dirigé  d'une  façon  quelconque  dans  l'es- 
pace. 

23.  Détermination  d'une  direction  dans  un  plan.  —  Sup- 
posons donné  dans  un  plan  un  système  de  projections  défini 
par  l'axe  x'x  (fig.  12)  et  par  la  direction  o  des  projetantes. 
Marquons  sur  l'axe  un  point  o  et  proposons-nous  de  trouver  un 

segment  ayant  ce  point 
pour  origine,  égal  à  l'u- 
nité de  longueur,  etdont 
la  projection  sur  l'axe 
soit  mesurée  par  un  nom- 
bre X  connu.  Dans  ce 
but,  prenons  sur  l'axe,  à 
partir  de  o,  et  dans  le 
sens  qui  convient,  un 
segment  ok  ayant  X  pour 
mesure,  et  menons  par 
l'extrémité  k  une  paral- 
lèle à  o.  Le  point  K,  extrémité  du  segment  cherché,  sera  certai- 
nement sur  cette  parallèle.  D'autre  part,  ce  point  est  aussi  sur 
la  circonférence  de  cercle  décrite  de  o  comme  centre  avec 
l'unité  de  longueur  pour  rayon;  s'il  arrive  que  ces  deux  lieux 
géométriques  du  point  K  ne  se  coupent  pas,  le  problème  est 
impossible  ;  il  n'a  qu'une  solution  si  la  droite  est  tangente  au 
cercle.  Enfin,  si  la  droite  coupe  le  cercle  en  deux  points  K  et 


Fig.  12 
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K',  il  existe  deux  segments  répondant  à  la  question  ;  il  en  est 
toujours  ainsi  lorsque  X  est  inférieur  à  1. 

En  nous  plaçant  seulement  dans  le  cas  où  le  problème  est 
possible,  on  voit  que  le  segment  directeur  n'est  pas,  en  général, 
bien  déterminé  par  le  nombre  X  ;  pour  faire  disparaître  l'ambi- 
guïté, il  suffit  de  connaître  la  projection,  dans  un  second  système 
de  projections,  du  segment  qu'on  veut  déterminer  ;  faisons  pas- 
ser par  le  point  o  un  second  axe  y'y,  et  prenons  une  nouvelle  di- 
rection de  projetantes.  Si  l'on  connaît  le  nombre  \j.  qui  mesure  la 
projection  du  segment  oK.  dans  le  nouveau  système,  une  cons- 
truction analogue  à  la  précédente  donnera  pour  troisième  lieu 
géométrique  du  point  K,  une  droite  qui  ne  pourra  se  confondre 
avec  la  première  puisqu'elle  a  une  direction  différente  ;  le 
point  K  sera  alors  bien  déterminé. 

En  résumé,  une  direction  est  déterminée  sans  aucune  ambiguïté 
quand  on  connaît  les  nombres  X  et  n  qui  mesurent  dans  deux  sys- 
tèmes différents  les.  projections  du  segment  directeur. 

24.  Remarque  I.  —  Les  nombres  X  et  jji  sont  nécessairement 
liés  par  une  relation  du  second  degré  par  rapport  à  cbacun 
d'eux  :  car  l'un  d'eux  étant  supposé  connu,  il  existe  pour  l'autre 
deux  valeurs  distinctes  et  seulement  deux. 

25.  Remarque  II.  —  Pour  plus  de  simplicité  on  pourra 
prendre  les  projetantes  sur  cbacun  des  axes  parallèles  à  l'autre  : 
ainsi  les  projetantes  sur  x'x  seront  parallèles  à  y'y,  les  proje- 
tantes sur  y'y  parallèles  à  x'x. 

On  simplifie  encore  certaines  questions  en  choisissant,  en 
outre,  les  deux  axes  perpendiculaires  l'un  sur  l'autre. 

26.  Détermination  d'une  direction  dans  l'espace.  —  Considérons  un 
système  de  projections  défini  par  un  axe  x'x  (fig.  13)  et  un  plan  P  ;  marquons 
sur  cet  axe  un  point  O,  prenons  à  partir  de  ce  point  un  segment  Ole  mesuré  par 
le  nombre  X  et  menons  par  k  un  plan  parallèle  à  P  ;  il  coupera  une  sphère  décrite 
de  O  comme  centre  avec  l'unité  de  longueur  pour  rayon  suivant  un  petit  cercle 
(nous  supposons  le  problème  possible),  et  tous  les  rayons  qui  aboutissent  aux 
divers  points  de  ce  petit  cercle  ont  pour  projection  le  segment  Ô~F.  Il  y  a  donc 
une  inlinité  de  segments  directeurs  remplissant  cette  condition  d'être  projetés 
sur  x'x  suivant  un  segment  ayant  X  pour  mesure. 

Soit  y'Oy  un  second  axe  de  projection    et  soit  fx  la  mesure  de  la  projection  sue 
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Fig.  13 


cet  axe  du  segment  à  déterminer  ;   une   construction   analogue  à  la  précédente 
nous  donnera  un  petit  cercle  distinct  du  premier  pourvu  que  les  plans  projetants 

du  nouveau  système  ne  soient 
pas  parallèles  à  P.  Les  deux 
petits  cercles  ainsi  tracés  se 
couperont,  en  général,  en  deux 
points  K  et  K',  et  les  deux 
segmeutsOK  etoK'  rempliront 
la  double  condition  d'être  pro- 
jetés sur  x'x  suivant  un  seg- 
ment mesuré  par  X,  et  sur  y  y 
suivant  un  segment  ayant  u. 
pour  mesure. 

Pour  faire  cesser  l'ambiguïté, 
considérons  un  troisième  sys- 
tème de  projectionsdéfini  par  un 
axe  z'Oz  passant  aussi  au  point 
Û,  et  par  un  plan  qui  ne  soit 
pas  parallèle  à  l'intersection  des  deux  premiers.  Il  e3t  clair  que  3i  l'on  connaît  le 
nombre  v  qui  mesure  dans  ce  nouveau  système  la  projection  du  segment  UK 
qu'on  veut  définir,  on  sera  conduit  à  construire  un  troisième  petit  cercle,  passant 
par  le  point  K,  mais  non  par  le  point  K'.  Le  segment  directeur  OK  sera  alors 
parfaitement  déterminé. 

27.  Remarque  I.  —  Il  ne  peut  exister  que  deux  valeurs  pour  le  numnre  v 
quanti  on  connaît  À  et  (jt.  ;  ces  trois  nombres  sont  donc  nécessairement  liés  par 
une  relation  du  second  degré  en  v  ;  on  voit  de  même  qu'elle  doit  être  du  second 
degré  en  X  et  u.. 

28.  Piem.arqoe  II.  —  En  associant  deux  à  deux  les  axes  x'x,  y  y.  Z'%>  on 
détermine  trois  plans  qu'il  est  avantageux  de  choisir  pour  définir  les  trois  sys- 
tèmes de  projections.  Ainsi,  avec  l'axe  x'X  on  prend  le  plan  déterminé  par  y' y  et 
z'z  et  qu'on  désigne  simplement  par  la  notation  yz  ;  avec  l'axe  y  y  on  prend  le 
plan  zx  et  avec  l'axe  z'Z  le  plan  xy. 

En  outre,  dans  un  grand  nombre  de  questions,  il  est  utile  de  choisir  des  axes 
rectangulaires  deux  a  deux.  Les  directions  positives  des  axes  forment  alors  un 
trièdre  trirectangle. 

29.  Objet  de  la  trigonométrie  rectiligne.  —  Les  nombres 
X  et  ii,  qui  définissent  une  direction  dans  un  plan,  sont  évidem- 
ment des  fonctions  de  l'angle  que  fait  cette  direction  avec  l'un 
ou  l'autre  des  axes  de  projection.  On  se  propose  en  trigono- 
métrie de  faire  l'étude  complète  de  ces  fonctions,  de  leur  rap- 

a  1      1         X   . 

port  -!-  et  des  nombres  — »  —  et  —  inverses  des  premiers  ;  on 

À  A        fJL  \l 

suppose  les  deux  axes  choisis  rectangulaires.  On  appelle  lignes 
trigonométriques  les  six  fonctions  qu'on  vient  d'énumérer  ;  ce 
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ne  sont  pas  des  longueurs  mais  des  nombres  mesurant  certains 
segments  dirigés  suivant  les  axes  rectangulaires  choisis  ;  c'est 
la  définition  même  de  X  et  ^  ;  nous  constaterons  qu'il  en  est  de 
même  pour  les  quatre  dernières  fonctions.  Nous  appliquerons 
ensuite  la  théorie  à  la  résolution  des  triangles. 


CHAPITRE    PREMIER 

ARCS  ET  ANGLES.  -  FORMULES  RELATIVES 
AUX  ARCS  ET  AUX  ANGLES 

|  l.  Arcs.  —  §  2.  Angles.  —  §  3.  Formules  relatives  aux  arc3  et  aux  angle3. 


1. 


Arcs, 


30.  Définition. —  On  appelle  arc   en  trigonométrie  tout  che- 
min que  suit  un  mobile  ne  quittant  pas  une  circonférence    de 

cercle  et  parlant  d'un  point  A  (fig. 
14  de  cette  circonférence  pour  arri- 
ver à  un  point  B  de  cette  même 
ligne  ;  on  tient  compte  du  sens  dans 
lequel  chemine  le  mobile. 

Une  circonférence  est  dite  orientée 
quand  on  a  indiqué  d'une  manière 
quelconque  le  sens  regardé  comme 
direct;  provisoirement  nous  l'indi- 
querons par  une  flèche. 
On  voit  qu'en  trigonométrie  un  arc  est  un  véritable  vecteur 
circulaire-,  il  a  une  origine  qui  est  le  point  de  départ  du  mobile 
et  une  extrémité  qui  est  le  point  d'arrivée;  quand  nous  ne 
tiendrons  pas  compte  du  sens,  nous  appellerons  le  chemin 
parcouru  longueur  de  l'arc.  Cette  longueur  peut  comprendre 
plusieurs  circonférences;  tel  est  le  chemin  parcouru  par  l'ex- 
trémité d'une  aiguille  d'horlosre. 


ffe   U 
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Quand  on  connaît  l'origine  d'un  arc  porté  par  une  circonfé- 
rence donnée,  sa  longueur  et  son  sens,  l'extrémité  de  l'arc  est 
déterminée  ;  mais  il  y  a  une  infinité  d'arcs  directs  et  une  infi- 
nité d'arcs  rétrogrades  ayant  même  origine  et  même  extré- 
mité. 

Si  deux  mobiles  cheminent  sur  la  circonférence  en  restant 
symétriques  l'un  de  l'autre  par  rapport  à  un  diamètre  fixe,  les 
arcs  qu'ils  décrivent  ont  des  longueurs  égales  et  des  sens 
opposés. 

31.  Mesure  d'un  arc.  —  Ayant  choisi  sur  la  circonférence 
considérée  un  arc  quelconque  comme  unité,  on  appelle  mesure 
algébrique  ou  simplement  mesure  d'un  arc  le  rapport  de  sa  lon- 
gueur à  l'unité,  ce  nombre  étant  précédé  du  signe  -h  ou  du 
signe  —  suivant  que  l'arc  considéré  est  direct  ou  rétrograde,  ou 
bien,  comme  on  dit  souvent,  suivant  qu'il  est  positif  ou  néga- 
tif. 

Nous  désignerons  par  la  notation  AB  la  mesure  d'un  arc 
ayant  A  pour  origine  et  B  pour  extrémité;  cette  notation  dé- 
signe donc  une  infinité  de  nombres  positifs  et  une  infinité  d?< 
nombres  négatifs.  Le  plus  souvent,  nous  emploierons  Ieslettres 
a,b,x,y}  a,  p,  etc.  pour  exprimer  la  mesure  d'un  arc  déter- 
miné. 

32.  Diverses  unités  d'arc.  —  Dans  la  partie  théorique  de  la 
trigonométrie  on  prend  comme  unité  Taie  ayant  pour  longueur 
le  rayon  du  cercle  ;  on  l'appelle  radian  ;  la  circonférence 
entière  est  alors  mesurée  par  2-,  puisque  ce  nombre  est  le 
rapport  de  la  circonférence  au  rayon  ;  la  demi-circonférence  a 

pour  mesure  -,  le  quadrant    —  >    etc. 

Dans  la  pratique  on  prend  comme  unité  le  degré  égal  à  la  90e 
partie  du  quadrant  :  rliHijup  degré  est  divisé  en  nO  parties  égales 
appelées  minutes,  chaque  minuteen  bO  secondes  et  les  secondes 
sont  divisées  en  parties  décimales.  La  mesure  d'un  arc  de 
43  degrés  32  minutes  oi  secondes  et  13  centièmes  de  seconde 
se  représente  par  43°  32'  54".  13. 
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Si  l'on  veut  calculer  combien  de  degrés,  minutes  et  secondes 
renferme  l'arc  égal  au  rayon,  on  remarque  que  la  demi-circon- 
férence, dont  la  mesure  est  ic,  renferme  180x60x60  se- 
condes, c'est-à-dire  648000  secondes.  L'arc  de  longueur  1  con- 
tient donc  ( —  X  648000  J  secondes  ou  57°  17'44",8i  par  excès 
à  moins  d'un  centième  de  seconde. 

Problème  I.  —  Evaluer  en  ■parties  du  rayon,  c'est-à-dire  avec 
l'arc  égal  au  rayon  comme  unité,  un  arc  donné  en  degrés,  en  mi- 
nutes et  en  secondes. 

On  calcule  le  nombre  de  secondes  contenues  dans  l'arc,  soit 

n  ce  nombre  ;  le  rapport  de  l'arc  donné  à  l'arc  unité  est  alors 

n  mt 

ou  bien       •      Il    faut    évaluer  ce 


^X  618000  64800° 

nombre  avec  une  certaine  approximation  à  moins  que  n-*  ne 
soit  commensurable. 

Problème  II.  —  Evaluer  en  degrés,  minutes  et  secondes  un  arc 

donné  en  parties  du  rayon. 

648000* 
Soit  m  le  nombre  donné  ;  si  1  arc  égal  a  1  contient •■> 

m  X  648000 
1  arc  ayant  m  pour  mesure  contient  secondes. 

A  moins  que  ne  soit  commensurable,  ce  nombre  devra 

être  calculé  avec  une  certaine  approximation  et  transformé 
ensuite  en  degrés,  minutes  et  secondes. 

32  bis.  Division  centésimale  du  quadrant.  —  L'application 
du  système  métrique  décimal  à  la  division  de  la  circonférence 
n'a  pas  eu  jusqu'ici  tout  le  succès  qu'on  pouvait  espérer,  et  il 
faut  reconnaître  que  les  opposants  ont  des  motifs  assez  sérieux. 
Cependant  cette  utile  réforme,  adoptée  depuis  longtemps  par 
le  service  géographique  de  l'armée,  commence  à  se  vulgari- 
ser ;  il  nous  a  paru  utile  d'en  dire  quelques  mots. 

Le  quadrant  est  divisé  en  cent  parties  égales  appelées  grades  ; 
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chaque  grade  est  divisé  en  cent  parties  égales  appelées  mi- 
nutes centésimales  ou  centigrades  :  chaque  minute  est  divisée 
es  cent  parties  égales  appelées  secondes  centésimales  ;  il  n'y  a 
aucune  raison  pour  ne  pas  appeler  décigrade  et  milligrade  la 
dixième  et  la  millième  partie  du  grade. 

Si  Ton  prend  le  grade  comme  unité,  on  voit  que  la  mesure 
d'un  arc  exprimé  en  grades,  minutes  et  secondes  centésimales 
est  un  nombre  décimal  ordinaire. 

Le  grade  se  représente  par  la  lettre  grecque  y  (*),  la  minute 
centésimale  par  un  accent  grave',  la  seconde  centésimale  par 
deux  accents  graves".  Exemple  :  35T  79,12"  se  lit  33  grades 
79  minutes  et  12  secondes  centésimales. 

Problème  1.  —  Exprimer  en  degrés,  minutes  et  secondes  sexa- 
gésimales un  arc  donné  en  grades,  minutes  et  secondes  centési- 
males . 

Prenons  comme  exemple  l'arc  de  So^O'lS"  ou  bien  35*7912. 
Voici  le  raisonnement  à  faire  : 

Puisque  100  grades  valent  90  degrés 

1  grade  vaut   — — ■      ou     — r   de  degré, 
10U  10 

et  35^7912  valent  (—  X  35,7912^  degrés. 

La  règle  est  donc  de  multiplier  par  9  le  nombre  décimal 
donné,  et  de  diviser  le  résultat  par  10.  On  a  ainsi  un  nombre 
entier  de  degrés  (qui  peut  être  zéro)  et  une  fraction  décimale 
de  degré  qu'on  transforme  en  minutes  et  en  secondes  sexagé- 
simales par  des  procédés  connus.  Voici  le  détail  du  calcul  dans 
le  cas  actuel  : 


(*)  On  se  serl  aussi  du  signe  °  qui  sert  à  représenter  le  degré  dans  la  division 
sexagésimale.  Enfin,  certains  auteurs  emploient  l'initiale  c  de  centésimal 
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35,7912  X9=  322,1208,  (Ce  nombre  doit  être  multiple  de  9.) 

322,1208  x  —  =  32,21208, 

60' X  0,21208  =  12,7248, 
60"  X  0,7248  =  43'/488. 
En  résumé     35'79'12*  =  32°12'43",488. 

Problème  II.  —  Exprimer  en  grades,  minutes  et  secondes  cen- 
tésimales un  arc  donné  en  degrés,  minutes  et  secondes  sexagési- 
males. 

Prenons  comme  exemple  l'arc  qu'on  vient  de  trouver,  c'est- 
à-dire  32°12'43'/488. 

On  peut  d'abord  faire  les  remarques  suivantes  : 

Puisque  90    degrés  valent     100    grades, 

1     degré  vaut  —     de  grade, 

10  1      „ 

1     minute  vaut    — —  ou    — —    de  grade, 

9  X  60  54 

1  1 

1     seconde  vaut — ■   ou     ..„    de  grade. 

54X60  3240 

Cela  permet  de  réduire  séparément  les  degrés,  minutes  et 
secondes  sexagésimales  qui  forment  l'arc  donné  en  fractions 
de  grades  qu'on  pourra  ajouter  et  convertir  en  fraction  déci- 
male de  grade  avec  l'approximation  qu'on  voudra.  Mais  il  est 
préférable,  en  général,  de  convertir  d'abord  l'arc  donné  en 
secondes.  Dans  le  cas  actuel  on  aura 

3-2»  =  6CX3S  =-  «  I  =  '-         =  m  =  H3920, 

-+-  12'     ) 

.  115920"  -h  43",488  =  115963",488. 
On  vient  de  voir  que  chaque   seconde   sexagésimale   vaut 

— —  de  grade.  Le  nombre  de  grades  cherché  est  donc 

115963,488 


c'est-à  dire     35,7912. 


3240 

Problème  III.  —  Exprimer,  en  prenant  pour  unité  l'arc  égal 
au  raxjon  de  la  circonférence,  un  arc  donné  en  grades,  minutes  et 
secondes  centésimales . 
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Voici  le  raisonnement,  ?!  désignant  le  nombre  décimal 
donné.  Le  rayon  étant  pris  comme  unité, 

l'arc  de  200  grades  a  pour  mesure  n, 

—  1  grade  —  - — , 

°  200 

—  n  grades  —  — -  x  n 

La  règle  à  suivre  se  déduit  de  là.  On  voit  que  si  n  est  un 
nombre  décimal  ordinaire,  on  ne  pourra  calculer  le  nombre 
inconnu  qu'avec  une  certaine  approximation. 

Problème  IV.  —  Exprimer  en  grades,  minutes  et  secondes 
centésimales  un  arc  donné,  l'arc  unité  étant  égal  an  rayon. 

On  dira,  en  appelant  m  le  nombre  donné  : 

L'arc  mesuré  par  ir  contient  200  grades, 

200        A 
L  arc  —  1        —       —  grades, 

200  X  m 
L  arc  —         m        —  grades. 

71 

On  voit  que  si  m  n'est  pas  le  produit  de  n  par  un  nombre 

commensurable,   le  résultat  sera  incommensurable  et  devra 

être   calculé   avec    une   certaine    approximation;    on   pourra 

1 
remarquer  à  ce  sujet  que  le  nombre  —  est  égal  à  0,3 1830988  . . ., 

77 

c'est-à-dire  à  0,31831    par  excès  à  moins   de  12  cent  millio- 
nièmes. 

33.  Addition  des  arcs.  —  Considérons  une  circonférence 
orientée  portant  tous  les  arcs  que  nous  allons  considérer  et 

Csoit    A     l'origine 
\\  d'un  premier  arc; 

|A  sur  une  droite  in- 

,,  définie  et  orientée 

*      * marquons  un  point 


x     A>  M«,       Gl  B*  x  Ai  que  nous   fai- 

Fis-  15  sonscorrespondre 

à   A,    et  imaginons   qu'un  point  mobile   M]   cbemine  sur  ta 
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droite  en  même  temps  que  le  mobile  M  chemine  sur  le  cercle, 
d<>  Mie  façon  que  les  longueurs  parcourues  par  les  mobiles 
soient  constamment  égales  et  que  de  plus  ils  marchent  simul- 
tanément dans  le  sens  des  flèches  ou  simultanément  dans  les 
sens  opposés.  Il  est  évident  qu'à  chaque  arc  décrit  par  le 
mobile  M  correspond  un  vecteur  et  un  seul  décrit  par  le 
mobile  M,  ;  réciproquement,  à  chaque  vecteur  décrit  par  M» 
correspond  un  arc  bien  déterminé  parcouru  par  M. 

Si,  de  plus,  ayant  choisi  l'unité  d'arc  indiquée  au  n°  32,  on 
prend  comme  unité  de  vecteur  rectiiigne  le  vecteur  positif  égal 
au  rayon  du  cercle,  tout  arc  et  le  vecteur  correspondant  ont 
pour  mesure  le  même  nombre  algébrique. 

Gela  posé,  nous  allons  définir  la  somme  de  deux  arcs  quel- 
conques. Faisons  parcourir  au  mobile  M  partant  de  A  le  pre- 
mier arc  donné;  il  arrive  en  un  point  B  du  cercle;  en  même 
temps  le  mobile  M,  parti  de  Ai  arrive  en  un  point  Bt  de  la 
droite;  prenons  B  comme  origine  du  second  arc  donné  et 
supposons  que  le  mobile  M  parcoure  ce  second  arc  et  arrive 
en  un  point  G;  le  mobile  M,  partira  de  B,  et,  après  avoir 
parcouru  un  vecteur  égal  au  second  arc,  il  arrivera  au  point  Cj 
de  la  droite  qui  correspond  au  point  G  du  cercle.  On  appelle 
somme  des  deux  arcs  donnés  l'arc  bien  déterminé  qui  correspond 
au  vecteur   A, Ci. 

On  voit  que  si  le  mobile  M  parcourt  successivement  les  deux 
arcs  donnés,  l'origine  du  second  coïncidant  avec  l'extrémité 
du  premier,  la  somme  des  arcs  est  Yun  des  arcs  qui  ont  même 
origine  que  le  premier  et  même  extrémité  que  le  second. 

Gomme  on  peut  intervertir  deux  vecteurs  rectilignes  sans 
changer  leur  somme,  on  peut  aussi  intervertir  deux  arcs;  leur 
somme  reste  la  même. 

Retrancher  un  arc,  c'est  l'ajouter  après  l'avoir  changé  de  sens. 

La  somme  d'autant  d'arcs  qu'on  voudra  se  définit  l'arc 
obtenu  en  ajoutant  le  second  au  premier,  le  troisième  au 
résultat,  et  ainsi  de  suite  jusqu'au  dernier.  On  voit  comme  pour 
les  vecteurs  qu'on  peut  intervertir  ces  arcs  de  la  façon  qu'on 
voudra. 
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Knfin  la  mesure  de  la  somme  d'autant  d'arcs  qu'on  voudra  est 
égale  à  la  somme  algébrique  des  mesures  de  ces  airs.  Car  tous  ces 
nombres  algébriques  mesurent  aussi  les  vecteurs  qui  corres- 
pondent aux  arcs. 

34.  Remarque.  —  Quand  on  ajoute  deux  vecteurs  rectilignes 
de  sens  opposés,  une  partie  de  la  droite  qui  les  porte  est  par- 
c  >urue  deux  fois  dans  les  deux  sens  par  le  mobile;  cette  partie 
de  la  droite  est  extérieure  à  la  somme  des  vecteurs  d'après  la 
déiinition  de  cette  somme,  et  on  peut  regarder  comme  n'exis- 
tant pas  un  cbemin  parcouru  dans  les  deux  sens  par  le  point 
mobile. 

Cette  observation  s'applique  aux  vecteurs  circulaires  et  per- 
met de  trouver  plus  facilement  leur  somme  dans  le  cas  où.  ils 
sont  de  sens  opposés. 

35.  Arcs  complémentaires.  —  On  dit  que  deux  arcs  sont 
complémentaires  quand  leur  somme  est  un  quadrant  positif; 
chacun  d'eux  est  dit  le  complément  de  l'autre. 

Tout  arc  positif  inférieur  à  un  quadrant  a  un  complément 
positif,  de  même  que  tout  arc  négatif;  tout  arc  supérieur  à  un 
quadrant  a  un  complément  négatif. 
Soient  A  l'origine  d'un  arc  et  B  l'extrémité  du  premier  qua- 
drant positif  (fig.  16),  de  sorte  que  le 
sens  direct  est  celui  que  suit  un  mo- 
bile partant  de  A  pour  arriver  en  B  eu 
décrivant  un  quadrant.  En  ajoutant 
à  un  arc  quelconque  commençant 
en  A  le  complément  de  cet  arc,  on 
arrive  en    B;    il  en  résulte  que  ce 
complément  est  l'un  des  arcs  qui  ont 
pour  origine  l'extrémité  du  premier  et 
pour  extrémité  le  point  B. 
Mais  on  peut  préciser  davantage  et  déterminer  ce  complé- 
ment quand  l'arc  donné  est  lui-même  déterminé.  Supposons-le 
d'abord  positif  et  inférieur  à  un  quadrant  :  soit  Tare  AC   par 
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exemple;  son  complément  est  évidemment  l'arc  géométrique 
CB.  Supposons-le  négatif  et  terminé  en  G';  imaginons  qu'un 
mobile  partant  de  G'  marche  dans  le  sens  direct  et  parcoure  un 
arc  de  même  longueur  que  l'arc  proposé;  il  reviendra  en  A 
et  la  somme  des  deux  arcs  parcourus  sera  nulle  ;  mais  si  ce 
mobile  continue  son  mouvement  jusqu'en  B,  la  somme  des 
deux  arcs  sera  l'arc  géométrique  AB  égal  à  un  quadrant. 
Enfin,  si  on  considère  un  arc  positif  quelconque  AG'  composé 
de  n  circonférences  et  de  l'arc  géométrique  ABC',  il  suffit 
d'imaginer  qu'un  mobile  partant  de  C'  marche  dans  le  sens 
rétrograde  et  parcoure  n  circonférences  et  l'arc  géométrique 
G'B;  le  complément  demandé  sera  ainsi  parcouru  :  car  si  le 
mobile  continuait  son  mouvement  jusqu'en  A,  il  aurait  décrit 
un  arc  total  égal  à  l'arc  proposé  et  la  somme  de  ces  deux  arcs 
serait  nulle;  elle  est  donc  un  quadrant  positif  si  le  mobile  ne 
décrit  pas  l'arc  BA. 

Remarque.  —  Si  deux  arcs  complémentaires  ont  la  même  origine  A,  leurs 
extrémités  sont  symétriques  par  rapport  au  diamètre  I'I  qui  passe  par  le  milieu  1 
du  premier  quadrant  positif  AB  (fig.  16). 

En  effet,  considérons  d'abord  l'arc  AC  dont  1°  complément  est  CB,  et  soit  D 
le  symétrique  de  C  par  rapport  à  II'  ;  l'arc  symétrique  du  complément  CB  est 
DA  ;  il  a  même  longueur  que  le  complément  mais  il  est  de  sens  opposé  ;  l'arc  AD 
est  doue  bien  égal  au  complément  CB  et  il  a  le  même  sens. 

Considérons  maintenant  un  arc  quelconque  commençant  en  A  et  terminé  en  C  : 
il  a  pour  complément  un  arc  de  sens  contraire  commençant  en  C  et  terminé  en  B. 
L'arc  symétrique  de  ce  complément  commence  au  point  D'  symétrmue  de  C  et 
finit  en  A  symétrique  de  B  :  cet  arc  a  même  lougueur  que  le  complément,  mais  il 
est  de  sens  contraire  :  en  prenant  A  comme  origine  et  D'  comme  extrémité  ou 
aura  un  arc  égal  au  complément  de  l'arc  considéré  et  de  même  sens  que  ce  com- 
plément, c'est-à-dire  de  sens  contraire  à  l'arc  considéré. 


36.  Arcs  supplémentaires.  —  Deux  arcs  sont  dits  supplémen- 
taires quand  leur  somme  est  une  demi-circonférence  positive  ; 
chacun  d'eux  est  dit  le  supplément  de  l'autre. 

On  peut  répéter  au  sujet  des  arcs  supplémentaires  ce  qu'on  a 
dit  des  arcs  complémentaires  en  remplaçant  le  point  B  par  le 
point  A'  extrémité  de  la  première  demi-circonférence  posi- 
tive. 
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2.  —  Angles. 


37.  Définitions.  —  A  tout  arc  on  peut  faire  correspondre  un 

angle  ayant  son  sommet  au  cen- 
tre 0  du  cercle  et  dont  les  côtés 
Ox  et  0?/  passent  par  l'origine 
A  et  par  l'extrémité  B  de  l'arc 
(lig.  17).  En  trigonométrie,  on  re- 
garde un  angle  comme  engendré 
parune  demi-droite  tournant  au- 
tour du  sommet  dans  un  sens  dont 
on  lient  compte  ;  elle  est  d'abord 

appliquée  sur  Ox,  puis,  à  la  fin 
de  son  mouvement,  sur  Oi/  ;  celte  demi-droite  0-  peut  être 
regardée  comme  passant  constamment  par  le  point  mobile  C 
qui  décrit  l'arc.  Suivant  qu'elle  tourne  dans  un  sens  convenu 
à  l'avance  ou  en  sens  contraire,  l'angle  qu'elle  décrit  est  direct 
ou  rétrograde.  Un  plan  est  orienté  quand  le  sens  direct  est  in- 
diqué. 

Quand  le  point  M  qui  décrit  l'arc  a  parcouru  une  circonfé- 
rence entière,  la  demi-droite  Oz  a  décrit  le  plan  entier.  Elle 
peut  ensuite  le  recouvrir  autant  de  fois  qu'on  voudra. 

Nous  appellerons  origine  de  l'angle  la  demi-droile  Ox  sur 
laquelle  est  d'abord  appliquée  la  demi-droite  mobile,  et  extré- 
mité de  l'angle  la  demi-droite  Oy  avec  laquelle  elle  coïncide  à 
la  fin  de  son  mouvement. 

38.  Remarque.  —  Toutes  les  fois  que  la  droite  indéfinie  dont! 
fait  partie  un  côté  d'angle  devra  être  orientée,  le  sens  direct  sera 
le  sens  dans  lequel  un  mobile  partant  du  sommet  devra  cheminer 
pour  parcourir  ce  côté. 


39.  Mesure  d'un  angle.  Unité  d'angle.  —  La  mesure  d'un 
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angle  est  son  rapport  à  l'unité  d'angle,  ce  nombre  étant  pré- 
cédé du  signe  -t-  ou  du  signe  —  suivant  que  l'angle  est  direct 
ou  rétrograde.    % 

En  choisissant  comme  unité  l'angle  au  centre  qui  comprend 
entre  ses  côtés  un  aie  égal  au  rayon  du  cercle,  c'est-à-dire 
l'unité  d'arc,  tout  angle  au  centre  a  même  mesure  que  l'arc 
compris  entre  ses  côtés. 

40.  Notation.  —  Il  existe  une  infinité  d'angles  ayant  même 
origine  Ox  et  même  extrémité  Oy  ;  nous  désignerons  leurs 
mesures  par  la  notation  Ox,Oy,  ou  simplement  par  x,  y. 

Suivant  l'usage,  nous  dirons  pour  abréger  le  langage  l'angle 
a  au  lieu  de  l'angle  dont  la  mesure  est  a. 

41.  Addition  des  angles.  —  Étant  donné  un  certain  nombre 
d'angles,  à  chacun  d'eux  correspond  un  arc  bien  déterminé  ; 
la  somme  de  tous  ces  angles  est,  par  définition,  l'angle  qui  cor- 
respond à  la  somme  des  arcs  correspondants. 

Il  suit  de  là  que  la  mesure  de  la  somme  d'autant  d'angles  qu'on 
voudra  est  égale  à  la  somme  des  mesures  de  ces  angles. 

Pour  retrancher  un  angle,  on  l'ajoute  après  l'avoir  changé 
de  sens. 

42.  Angles  complémentaires.  —  Angles  supplémentaires.  — 
Deux  angles  sont  dits  complémentaires  quand  leur  somme  est 
un  angle  droit  ;  chacun  est  dit  le  complément  de  l'autre.  Les 
arcs  correspondants  sont  aussi  complémentaires. 

Deux  angles  sont  dits  supplémentaire*  quand  leur  somme  est 
deux  angles  droits  ;  chacun  est  dit  le  supplément  de  l'autre  et 
les  arcs  correspondants  sont  supplémentaires. 

43.  Remarque.  —  On  voit  qu'il  n'y  a  pas  de  différence  essen- 
tielle entre  les  définitions  relatives  aux  arcs  et  celles  qui  con- 
cernent les  angles.  Le  point  mobile  qui  décrit  un  arc  est 
remplacé  par  une  demi-droite  tournant  autour  d'un  point  fixe, 
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passant  constamment  par  le  point  mobile  et  décrivant  ainsi 
l'angle  qui  correspond  à  l'arc.  On  trouvera  sans  difficulté  le 
complément  on  le  supplément  d'un  angle  donné  en  procédant 
comme  pour  les  arcs. 

Les  formules  qu'on  va  établir  s'appliquent  aussi  bien  aux 
angles  qu'aux  arcs. 


§  3.  —  Formules  relatives  aux  arcs 
et  aux  angles. 

44.  P dation  entre  deux  arcs  ayant  même  origine  et  même 
extrémité.  —  Quel  que  soit  l'arc  donné,  si  on  parcourt  à  par- 
tir île  son  extrémité,  soit  dans  un  sens  soit  dans  l'autre,  un 
nombre  entier  de  circonférences,  il  est  évidentqu'on  reviendra 
à  l'extrémité  de  l'arc  ;  si  au  contraire  l'arc  parcouru  n'est  pas 
un  nombre  entier  de  circonférences,  on  ne  reviendra  pas  à 
l'extrémité  de  l'arc  donné;  par  conséquent,  pour  obtenir  un 
arc  ayant  même  origine  et  même  extrémité  qu'un  arc  donné, 
il  est  nécessaire  et  suffisant  d'y  ajouter  un  nombre  entier  de 
circonférences  directes  ou  rétrogrades.  Désignons  par  k  un 
entier  positif  ou  négatif;  l'expression 

k  circonférences  -f-  arc  donné 

représente  un  arc  quelconque  ayant  même  origine  et  même 
extrémité  que  l'arc  donné. 

Dans  la  pratique  on  se  sert  de  formules  renfermant  au  lieu 
des  arcs  eux-mêmes  les  mesures  de  ces  arcs.  On  a  vu  (33)  que 
la  mesure  de  la  somme  de  plusieurs  arcs  est  égale  à  la  somme 
algébrique  de  leurs  mesures  ;  si  donc  on  prend  pour  unité  le 
degré  et  si  l'arc  donné  contient  a  degrés,  l'expression  précé- 
dente devient     /.'360-t-a. 

Soit  a  la  mesure  de  l'arc  donné  en  prenant  comme  unité 
l'arc  égal  au  rayon,  c'est-à-dire  le  radian  (32)  ;  tout  arc  x  ayant 
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même  origine  et  même  extrémité  que  l'arc   a  sera  donné  par 
la  formule 

(1)  (*)  x  =  2/i-  H- a,       ou  bien      x —  a  =  2A-. 
Nous  pouvons  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Pour  que  deux  arcs  de  même  origine  aient  aussi  la  même 
extrémité,  il  faut  et  il  suffit  que  leur  différence  soit  un  nombre  en- 
tier de  circonférences. 

45.  Relation  entre  deux  arcs  ayant  la  même  origine  A  et 
leurs  extrémités  symétriques  par  rapport  au  diamètre  AA' 
qui  passe  par  cette  origine. —  Quel  que  soit  l'arc  a,  il  est  clair 
que  l'arc  —  *  a  tous  ses  points  symétriques  par  rapport  au  dia- 
mètre AA'  des  divers  points  de  l'arc  a  ;  leurs  extrémités  sont 
donc  aussi  symétriques  par  rapport  à  ce  diamètre.  Soit  x  un  arc 
terminé  au  même  point  que  —  a  ;  on  a 

(2)  x  =.  2ka  —  *      ou  bien      x  ■+-  a  =  2k-. 

Pour  que  deux  arcs  de  même  origine  aient  leurs  extrémités  symé- 
triques par  rapport  au  diamètre  qui  passe  par  cette  origine  com- 
mune, il  faut  et  il  suffît  que  leur  somme  soit  un  nombre  entier  de 
circonférences. 

46.  Relations  entre  deux  arcs  ayant  la  même  origine  et 
leurs  extrémités  diamétralement  opposées.  —  Si  l'on  ajoute 
à  un  arc  quelconque  x  une  demi-circonférence,  on  arrive  évi- 
demment au  point  diamétralement  opposé  à  l'extrémité  de 
l'arc  a  ;  or  l'arc  qu'on  obtient  ainsi  a  pour  mesure  «  -+-  a;  on  a 
donc 

(3)    x  =  (2ft+  i.)it-»-a      ou  bien      x  —  a  =  (2& -M)it. 

Pour  que  deux  arcs  de  même  origine  aient  leurs  extrémités 
diamétralement  opposées,  il  faut  et  il  suffit  que  leur  différence 
soit  un  nombre  impair  de  demi-circonférences . 

47.  Relation  entre  deux  arcs  ayant  la  même  origine  et 
leurs  extrémités  symétriques  par  rapport  au  diamètre  per- 


(*)  Toutes  les   formules  numérotées  doivent   être  sues  par  cœur.  Cette  observation 
«'applique  aux  chapitres  suivants 
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pendiculaire  au  diamètre  qui  passe  par  l'origine  commune. 

—  Cherchons  un  arc  ayant  même  origine  A  que  a  el  tel  que 

son  extrémité  M,  (fîg.  18)  soil 
symétrique  de  l'extrémité  IV!  de 
l'arc  a  par  rapport  au  diamètre 
BB'  perpendiculaire  au  diamètre 
AA'  qui  passe  par  l'origine  com- 
mune ;  il  est  aisé  de  voir  que 
l'arc  it  —  a  satisfait  à  ces  condi- 
tions. Car  l'arc  —a  a  son  extré- 
mité M'  symétrique  de  M  par  rap- 
port à  AA'  ;  en  ajoutant  iz  h  cet 
arc  on  arrive  au  point  diamétra- 
lement opposé  M,.  Or  la  droite 

M,M  est  perpendiculaire  à  BB'  puisque  MM'  est  parallèle  à  BB'et 

que  l'angle  M'MM,  est  droit.  Si  a?  mesure  un  arc  quelconque 

terminé  en  M,,  on  aura 

(4)      x  =  (2/c  -+- 1)  ir  —  a         ou  bien         x-\-a  =  (2/c  +  l)ic. 

Pour  que  deux  arcs  de  même  origine  aient  leurs  extrémités  sy- 
métrigues  par  rapport  au  diamètre  perpendiculaire  au  diamètre 
gui  passe  par  l'origine  commune,  il  faut  et  il  suffit  que  leur 
somme  soit  un  nombre  impair  de  demi- circonférences. 

48.  Remarque.  —  La  figure  48  peut  aider  à  retrouver  rapide- 
ment les  formules  qui  précèdent  ;  mais  il  importe  de  remar- 
quer que  les  raisonnements  sont  indépendants  de  la  position 
5Ui  la  circonférence  du  point  M,  extrémité  de  l'arc  a.  Ils  ne 
dépendent  pas  non  plus  du  signe  de  cet  arc.  Nous  pourrons 
donc  appliquer  les  formules  sans  nous  préoccuper  de  la  valeur 
algébrique  de  l'arc  considéré. 

49.  Relation  entre  les  arcs  déterminés  par  trois  points 
situés  arbitrairement  sur  la  circonférence.  —  Considérons 
les  arcs  AB,  BC,  CA  déterminés  par  trois  points  A,  B,  C  situés 
arbitrairement  sur  la  circonférence,  et  tels  que  l'origine  de 
chacun  deux  coïncide  avec  l'extrémité  du  précédent.  Deux  cas 
de  figure  peuvent  se  présenter  ;  ou  bien,  comme  dans  la  figure 
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19,  on  rencontre  les  trois  points  dans  l'ordre  alphabétique 
quand  on  tourne  dans  le  sens  positif  sur  la  circonférence  ;  ou 
bien  ils  sont  rangés  en  ordre  inverse,  comme  dans  la  figure  20. 


C^ -"  ^ -^b 

Fig.  19  Fig.  10 

On  a,  dans  le  premier  cas,  en  considérant  les  mesures  des 
arcs  géométriques  ÀB,  BC,  CA, 

(a)  AB  -+-  BG  -+-  CA  =  2is, 

et  dans  le  second, 

(p)  AB  -+•  BC  -4-  CA  =  4ic  ; 

or. 
AB  =  AB  -+-  2iMtf      BC  =  BC  4-  2n'«,       CA  =  CA  -h  2n'ic. 

Ajoutons  membre  à  membre,  en  tenant  compte  des  relations 
(a)  et  (£)  et  en  appelant  k  un  certain  nombre  entier;  nous 
obtenons 

(5)  AB  -+-  BC  4-  CA  =  2Jhc. 

Ainsi,  la  somme  des  arcs  déterminés  par  trois  points  pris  arbi- 
trairement sur  une  circonférence  et  tels  que  chacun  d'eux  ait  pour 
origine  l'extrémité  du  précédent,  est  égale  à  un  nombre  entier  de 
circonférences. 

Cette  formule,  analogue  à  celle  qui  a  été  établie  au  n°  4 
pour  les  segments,  et  qu'on  pourrait  aussi  généraliser,  permet 
d'exprimer  un  arc  quelconque  BC  en  fonction  de  deux  autres 
ayant  une  origine  commune  A.  On  peut,  en  effet,  l'écrire 

(6)  BC  =  AC  —  AB  4-  2&«. 

On  aurait  de  même,  s'il  s'agissait  de  segments  d'une  même 
droite, 

BC=ÂC  — ÂB 

DBSSENON.    —    TRIGON-  3 
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50.  Formules  relatives  aux  angles.  —  Les  formules  établies 
aux  ncs  44,  45,  4G,  47  et  49  sont  applicables  aux  angles  sans 
modification.  Tout  ce  que  nous  avons  dit  dans  le  présent  para- 
graphe au  sujet  des  arcs  peut  se  dire  des  angles  ;  à  peine 
quelques  expressions  doivent-elles  être  légèrement  modifiées. 
Nous  n'avons  donc  pas  à  répéter  les  raisonnements. 


EXERCICES   SUR    LE   CHAPITRE    PREMIER 


1 .  Évaluer  en  degrés,  minutes  et  secondes,  à  moins  d'une  seconde, 
les  arcs  dont  les  rapports  au  rayon  ont  pour  valeurs 
1,23  ,        4,56  ,        7,89. 

/  2.  Quelles  sont  les  mesures,  avec  le  rayon  pour  unité,  des  arcs  de 
61°  18',  de  172°  16'  et  de  428°  52'  ?  On  évaluera  ces  nombres  à  moins 
de  0,001. 

3.  Sachant  qu'un  arc  de  12*42'  a  8  mètres  de  longueur,  quelle  est 
à  moins  d'un  millimètre  la  longueur  du  rayon  ? 

4.  Un  cavalier  parcourt  une  piste  circulaire  de  3o0  mètres  de 
rayon  avec  une  vitesse  de  14  kilomètres  à  l'heure,  tandis  qu'un 
piéton  parcourt  la  même  piste  avec  une  vitesse  telle  qu'il  revient  à 
son  point  de  départ  au  bout  de  20  minutes.  Au  bout  de  combien  de 
temps  seront-ils  réunis  s'ils  partent  au  même  instant  du  même  point 
et  vont  dans  le  même  sens  ? 

Même  question  en  supposant  qu'ils  marchent  en  sens  opposés. 
Mêmes  questions  en  supposant  qu'ils  soient  séparés  par  un  arc  de 
50°  quand  ils  commencent  leur  mouvement. 

;i.  Dans  une  circonférence  donnée  O,  on  inscrit  un  triangle  donné 
quelconque  ABC,  qu'on  suppose  parcouru  dans  le  sens  ABC.  Paral- 
lèlement à  ses  côtés,  et  dans  leurs  sens  respectifs,  on  trace  les 
rayons  OA, ,  OB,,  OC,  ;  on  construit  le  triangle  AjBjCj  sur  lequel  on 
opère  comme  sur  le  premier,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment.  On 
demande  : 

1°  Vers  quelle  forme  tendent  ces  triangles; 
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2°  Avec  quelles  lignes  déterminées  les  côtés  tendent  à  se  con- 
fondre ; 

3°  Si,  en  remontant  par  l'opération  inverse  la  série  des  triangles 
A2B3Cî,  A^jC,,  ABC,  A_,  B_j  C_, ,  etc.  (ABC  étant  toujours  supposé 
connu),  l'opération  peut  se  poursuivre  indéfiniment.  Si  elle  a  une 
fin,  on  indiquera  le  rang  du  dernier  triangle. 

6.   Parcourir  sur  le  cercle  trigonométrique,  à  partir  d'un  point 

11 
donné,  l'arc    mesuré  par  — -  -,    puis  son  complément  en   prenant 

4 

comme  origine  de  ce  complément  :  1°  L'extrémité  de  l'arc  donné  ; 

2    son  origine. 

9 
Mêmes  questions  pour  les  arcs    ■ — —  t.,     et     ±510°. 
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I.  Définitions  des  six  lignes  trigonomélriques  ri'un  ar*oa  A'wa  angle.  —  §  2.  Va- 
riations des  lignes  tiigonométriques.  —  §  3.  Fonctions  oircuiaiics  inverses. 


|  1.  —  Définitions  des  six  lignes  trigonométriques 
d'un  arc  ou  d'un  angle. 

51.  Observations  préliminaires.  —  On  a  vu  (23)  comment  le 
segment  directeur  qui  caractérise  une  direotion  peut  être  déter- 
miné à  l'aide  de  deux  nombres  que  nous  avons  appelés  X  et  jx; 
ce  segment  ou  vecteur  qui,  par  définition,  est  égal  à  l'unité  de 
longueur,  est  toujours  compté  à  partir  du  sommet  de  l'angle 
que  fait  la  direction  qu'il  définit  avec  une  direction  fixe.  Le  lieu 
des  extrémités  de  ce  vecteur  est  donc  une  circonférence  de 
cercle  ayant  l'unité  de  longueur  pour  rayon  et  dont,  le  centre  est 
le  sommet  de  l'angle;  on  l'appelle  cercle  trigonomctriquc. 

Les  définitions  qu'on  va  donner  des  six  lignes  trigonométri- 
ques s'appliquent  indifféremment  aux  arcs  du  cercle  trigono- 

métrique  ou  aux  angles  au  cen- 
tre qui  correspondent  à  ces  arcs. 

52.  Axe  des  cosinus.  —  Soit  0 
le  centre  du  cercle  trigonomé- 
trique  et  A  l'origine  fixe  d'un  arc 
variable  (fig.21)  ;  on  appelle  axe 
des  cosinus  de  tout  arc  commen- 
çant en  A  et  de  l'angle  correspon- 
dante droite  indéfinie  #'#qui  porte  le  rayon  OA,  le  sens  direct 


Fig.  Jl 
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étant  le  sens  de  0  vers  A.  On  voit  que  pour  un  angle  l'axe 
des  cosinus  est  simplement  l'origine  de  l'angle  orienté  comme 
on  l'a  dit  au  n°  38. 

53.  Définition  du  cosinus.  —  On  appelle  cosinus  de  tout  arc 
terminé  en  un  point  M  du  cercle  trigonométrique  la  mesure  de  la 
projection  orthogonale  du  rayon  OM  égala  l'unité  sur  l'axe  des 
cosinus . 

On  voit  immédiatement  que  tout  arc  terminé  au  point  M'  sy- 
métrique de  M  par  rapport  à  l'axe  des  cosinus  a  le  même  cosi- 
nus que  les  arcs  terminés  en  M.  Si  Ton  tient  compte  des  for- 
mules démontrées  aux  nos  44  et  4o  et  si  on  représente  par  cos  a 
le  cosinus  de  l'arc  <*  ou  de  l'angle  a,  on  voit  que  Ton  peut 
écrire  la  formule 

(1)  COS  (2A-7T  ±  a)  =  COS  a. 

54.  Remarque.  —  Quand  il  s'agit  de  projections  orthogonales, 
on  peut  intervertir  la  droite  orientée  qui  porte  un  vecteur  et 
l'axe  de  projection  ;  ainsi  on  obtient  des  projections  égales  en 
projetant  OM  sur  la  direction  OA  ou  OA  sur  la  direction  OM. 

Ces  projections  sont  positives  dans  le  cas  où  l'angle  AOM  est 


Fis.  22 


aigu,  négalives  s'il  est  obtus  ;  mais  l'égalité  évidente  des 
triangles  rectangles  OaA  et  OmU  (fig.  22)  montre  qu'elles 
sont  égales.  Il  en  résulte  que  pour  trouver  le  cosinus  d'un  arc 
ou  d'un  angle  on  peut  échanger  l'origine  et  l'extrémité  de  cet 
arc  ou  de  cet  angle.  Il  revient  au  même  de  dire  que  le  cosinus 
ne  dépend  pas  de  l'orientation  du  cercle  trigonométrique  ou  du 
plan. 
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55.  Axe  des  sinus.  —  On  appelle  axe  des  sinus  de  tous   les 
arcs  qui  commencent  en  A  la  droite  indéfinie  y'y   qui  porte 


le  rayon   OB  faisant  l'angle 


avec  Taxe  des  cosinus,  le 


sens  direct  étant  de  0  vers  B. 

On  voit  que  l'orientation  de 
l'axe  des  sinus  dépend  de  celle 
du  cercle  trigonométrique-  ;  in- 
versement, quand  on  connaît  le 
sens  direct  sur  l'axe  des  sinus  il 
devient  inutile  d'indiquer  le  sens 
direct  du  cercle  trigonométrique 
ou  du  plan  ;  c'est  le  sens  dans 
lequel  doit  tourner  autour  du 
centre  0  une  demi-droite  d'abord 

appliquée  sur  l'axe  des  cosinus  pour  s'appliquer  sur  l'axe  des 

sinus  en  décrivant  un  angle  droit. 

56.  Définition  du  sinus.  —  On  appelle  sinus  de  tout  arc  ter- 
miné en  M  la  mesure  de  la  projection  orthogonale  du  rayon  OM 
sur  l'axe  des  sinus. 

Il  résulte  de  cette  définition  que  tous  les  urcs  terminés  en  un 
point  symétrique  de  M  par  rapport  à  l'axe  des  sinus  ont  le 
même  sinus  que  les  arcs  terminés  en  M;  en  tenant  compte 
dos  formules  établies  aux  n03  M  et  47  et  en  écrivant  sin  a 
pour  représenter  le  sinus  de  l'arc  «  ou  de  l'angle  a,  on  voit 
qu'il  est  permis  d'écrire  les  formules 

(2)    sin  (2kit  -+-  a)  =  sin  a  ;         sin  [(2k  -+-  1k  —  a]  =  sin  a. 

57.  Théorème.  —  Le  sinus  d'un  angle  ou  d'un  arc  quelconque 
est  égal  au  cosinus  du  complément  de  cet  arc  ou  de  cet  angle. 

On  a  vu  (35)  que  le  complément  d'un  arc  commençant  en  A 
et  finissant  en  M  est  un  des  arcs  commençant  en  M  et  finis- 
sant en  B  (fig.  23).  Le  cosinus  de  ce  complément  est  égal  (54) 
à  la  mesure  de  la  projection  du  rayon  OM  sur  l'axe  y'y  ;  or  la 
mesure  de  cette  même  projection  est  aussi  le  sinus  de  l'arc 
AM  ce  qui  démontre  le  théorème. 
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En  l'appliquant  à  Tare 


a     au  lieu  de  *,  on  obtient 


(*) 


sin 


(f-)= 


COSa. 


Nous  pouvons  énoncer  cette  proposition  :  Sï  deux  arcs  (ou 
deux  angles)  sont  complémentaires,  le  sinus  de  l'un  est  égal  au 
cosinus  de  l'autre  (*). 


Remarque . 


On  peut  encore  établir  le  théorème  ea  s'appuyant  sur  ce  que 
deux  arcs  complémentaires  de  môme  ori- 
gine A  ont  leurs  extrémités  C  et  D  (lig.  24) 
symétriques  par  rapport  à  la  bissectrice  I'I 
de  l'angle  AOB  (35).  Si  l'ou  fait  tourner  la 
figure  de  180°  autour  de  I'I,  les  rayons 
OC  et  01)  s'échangeut  ainsi  que  les  axes 
Ox  et  0</,  le  sens  direct  de  chacun  d'eux 
s'appliquant  sur  le  sens  direct  de  l'autre . 
Il  en  r-'-sulte  que  les  projections  de  chacun 
des  rayous  OC,  OD  sur  l'un  de  ces  axes 
coïncide  avec  la  projection  de  l'autre  rayon 
sur  l'autre  axe  ;  les  mesures  de  ces  projec- 
tions sont  donc  des  nombres  égaux. 

58.  Théorème.  —  Si  deux  arcs  de  même  origine  ont  leurs 
extrémités  diamétralement  opposées,  leurs  sinus  ont  même  valeur 
absolue  et  des  signes  différents;  il  en  est  de  même  de  leurs  cosinus. 

En  effet,  les  sinus  et  cosinus  de  ces  arcs  sont  le?  projections 
sur  certains  axes  de  deux  vecteurs  portés  par  la  même  droite, 
ces  vecteurs  ayant  même  longueur  et  des  sens  opposés  ;  lpurs 
projections  sur  un  axe  quelconque  sont  des  vecteurs  mesurés 
par  des  nombres  opposés,  c'est-à-dire  dont  la  somme  est 
nulle . 

On  peut,  bien  entendu,  remplacer  dans  l'énoncé  les  arcs  par 

(*)  Le  mot  sinus  vient  de  l'ancienne  abréviation  S.  ms.  qui  signifie  semi-inscrite  ; 
la  longueur  Op  est  en  effet  égale  à  niM,  moitié  d'une  droite  finie  inscrite  dans  le 
cercle. 

Le  mot  cosinus  signifie  sinus  du  complément. 
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des  angles  de  même  origine  et  dont  les  extrémités  sont  directe- 
ment opposées. 

En  tenant  compte  de  la  formule  (3)  du  n°  46,  on  voit  qu'il 
existe  les  relations 

(5)  sin[(2A-4-  i)r  +  o]  =  —  sina; 

COS  [(2/f  H-  1  )*  -+-  a]  =  —  COS  a . 

59.  Définition  de  la  tangente.  —  On  appelle  tangente  d'un 
arc  ou  d'un  angle  le  quotient  du  sinus  par  le  cosinus  de  cet  arc  ou 
de  cet  angle. 

Si  Ton  représente  par  tga  la  tangente  de  l'arc  ou  de  l'angle 
a,  on  a  par  définition 

/as  •  sina 

(6)  tga  = 


COS  a 

On  voit  que  la  tangente,  comme  le  sinus  et  le  cosinus,  est 
bien  déterminéequand  on  connaît  l'origineet  l'extrémité  de  l'arc; 
de  plus  deux  arcs  de  même  origine  et  dont  les  extrémités  sont 
diamétralement  opposées  ont  aussi  même  tangente  d'après  le 
théorème  du  numéro  précédent;  on  peut  donc  écrire 

tg(2A-7t  4-  a)  =  tga  ;  tg  [(2A  -h  1)tt  +  a]=  tga: 

et  ces  deux  formules  sont  renfermées  dans  la  formule  unique 

(7)  tg(far-ba)  =  tga, 

qui  représente  la  première  si  k  est  pair,  la  seconde  si  cet  en- 
tier est  impair. 

60.  Définition  de  la  sécante.  —  On  appelle  sécante  d'un  arc 
ou  d'un  angle  l'inverse  du  cosinus  de  cet  arc  ou  de  cet  angle. 

On  représente  par  sec  a  la  sécante  de  l'arc  ou  de  l'angle  a 
et  on  peut  écrire  par  définition 

1 

(8)  sec  a  = 

COS  a 

Il  en  résulte  que  comme  pour  le  cosinus 
sec  (2/b:  d=a)  =  sec  a. 

61.  Théorème.  —  La  sécante  d'un  angle  est  égale  à  la  mesure 
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1 


COS  a 


=  sec  a, 


du  vecteur  porté  par  un  des  côtés  de  l'angle  et  dont  la  projection 
orthogonale  sur  Vautre  côté  a  pour  mesure  -+-  1. 

On  a  en  effet  établi  au  n°  21  que  la  projection  d'un  vecteur  a 
pour  mesure  le  produit  de  la  mesure  du  vecteur  par  la  pro- 
jection du  vecteur  -4-1.  Si  a  désigne  l'angle  considéré,  cette 
dernière  projection  est  mesurée  par  cos  a  d'après  la  définition 
du  cosinus  ;  soit  x  la  mesure,  du  vecteur  porté  par  un  côté  et 
qui  a  l'unité  pour  projection  sur  l'autre  côté  ;  le  théorème 
qu'on  vient  de  rappeler  nous  donne 
x  cos  %  =  1,  d'où  x 

ce  qu'il  fallait  prouver. 

62.  Construction  de  la  sécante.  —  Par  le  point    A   (fig.  25) 

extrémité  du  vecteur  -t-  1 
pris  sur  l'origine  de  l'an- 
gle à  partir  du  sommet,  on 
élève  une  perpendiculaire 
à  cette  droite  jusqu'à  sa 
rencontre  en  T  avec  l'ex- 
trémité de  l'angle  prolon- 
gée s'il  le  faut  ;  le  vecteur 
OT  a  pour  mesure  la  sé- 
cante de  l'angle.  Si  l'angle 
est    aigu    comme    l'angle 

AOM,  le  vecteur  OT  a  le  sens  OM,  et  le  nombre  OT  égal  à 
la  sécante  est  positif.  Si  l'angle  est  obtus  comme  AOM',  le  vec- 
teur OT  n'ayant  pas  le  sens  OM',  le  nombre  OT  est  négatif. 

On  peut  aussi  élever  la  perpendiculaire  à  l'extrémité  de 
l'angle  par  le  point  M  ou  M'  jusqu'à  sa  rencontre  en  S  ou  S' 
avec  l'origine  ;  le  vecteur  dont  la  projection  est  -4- 1  est  alors 
porté  par  l'axe  des  cosinus;  la  sécante  a  pour  valeur  le  nom- 
bre positif  OS  ou  le  nombre  négatif  OS'. 

63.  Théorème.  —  Si  l'on  porte  sur  l'extrémité  d'un  angle  le 
vecteur  mesuré  par  la  sécante,  la  projection  de  ce  vecteur  sur  l'axe 
des  sinus  a  pour  mesure  la  tangente. 


x'  S1 


Fig. 
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En  effet,  la  projection  sur  Taxe  des  sinus  du  vecteur  -j-  1 
porté  par  l'extrémité  de  l'angle  a  est  sin  a,  d'après  la  défini- 
tion du  sinus:  la  projection  du  vecteur  sec  a  sur  le  même  axe 

îst  donc    sec  a  sin  a    ou     s    c'est-à-dire    tg  a,    ce  qu'il 

cosa 

fallait  prouver. 

64.  Construction  de  la  tangente.  —  Au  lieu  de  projeter  le 
vecteur  OT  (fig.  25)  sur  l'axe  des  sinus,  on  peut  le  projeter  sur 
l'axe  parallèle  A?/j,  orienté  dans  le  même  sens  et  mené  par 
le  point  A  origine  de  l'arc  qui  correspond  à  l'angle  considéré. 
Le  point  0  se  projette  en  A  et  le  point  T  est  à  lui-même  sa 
projection  ;  il  en  résulte  que  la  tangente  d'un  arc  est  la  mesure 
du  vecteur  AT  dont  l'origine  coïncide  avec  celle  de  l'arc  et 
dont  l'extrémité  est  sur  le  diamètre  qui  passe  par  l'extrémité 
de  l'arc  ;  la  droite  qui  porte  ce  vecteur  est  tangente  au  cercle 
trigonométrique  et  orientée  dans  le  même  sens  que  l'axe  des 
sinus  auquel  elle  est  parallèle  (*). 

65.  Définition  de  la  cosécante.  —  On  appelle  cosécante 
d'un  arc  ou  d'un  angle  l'inverse  du  sinus  de  cet  arc  ou  de  cet 
angle. 

On  représente  par  cosec  a  la  cosécante  de  l'arc  ou  de  l'an- 
gle a,  et  on  peut  écrire  par  définition 

1 

(y)  cosec  a  —  — 

v  '  sin  a 

11  on  résulte  que,  comme  pour  le  sinus,    • 
cosec  (_/c--f-  a)  =  cosec  *\    cosec  [(1k  +l)s-a]  =  eosec  a. 

Il  faut  aussi  remarquer  que  la  cosécante  d'un  arc  est  égale  à 

la  sécante  du  complément;  car,  d'après  les  propriétés  connues, 

1  1  /  w 

cosec  a  ==  — —  =  =  sec  —  —  a 

sin  a  /  _         \  \  _ 

COS^-    -a) 

66.  Théorème.  —  La  cosécante  d'un  angle  est  égale  à  la  mesure 

t 

(*)  Le  mot  sécante  vient  de  ce  que  le  vecteur  dont  la  sécante  est  la  mesure 
coupe  le  cercle  trigonométrique.  La  tangente  est,  on  vient  de  le  voir,  la  mesure  d'un 
vecteur  porté  par  une  tangente  au  cercle  trigonométrique. 
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du  vecteur  porté  par  l'extrémité  de  L'angle  et  dont  la  projection 
orthogonale  sur  l'axe  des  sinus  a  pour  mesure    -f-1. 

Soit  en  effet  x  la  mesure  du  vecteur  indiqué  dans  l'énoncé; 
le  vecteur  -t-  l  porté  par  la  même  droite  a  pour  projection 
sur  l'axe  des  sinus  le  nombre  sin  a;  le  théorème  du  n°  lï  per- 
met donc  d'écrire 


x  sin  a  =  1  ;     d'où 


sin  a 


c'est-à-dire     coseca. 


D'après  une  remarque  faite  au  n°  5i,  la  cosécante  est  aussi 
la  mesure  du  vecteur  porté  par  l'axe  des  sinus  et  qui  a  pour 
projection    -+-  i     sur  l'extrémité  de  l'angle. 

57.  Construction  de  la  cosécante.  —  Par  le  point  B  (fig.  26), 

extrémité  du  vecteur  égal  à 
■+- 1  pris  sur  l'axe  des  si- 
nus à  partir  du  sommet  0 
de  l'angle,  on  élève  une 
perpendiculaire  à  cet  axe 
jusqu'à  sa  rencontre  en  R 
avec  l'extrémité  de  l'angle 
prolongée  s'il  le  faut;  le 
vecteur  OR  apour  mesure 
la  cosécante  demanda 

On  peut  aussi  élever  la 
perpendiculaire  à  l'extré- 
mité de  l'angle  p9r  le  point  M  extrémité  du  vecteur  OM  égal 
à  +1.  Cette  perpendiculaire  rencontre  l'axe  des  sinus  au 
point  R';  le  vecteur  OR'  a  pour  mesure  la  cosécante  cher- 
chée. 

On  aurait  été  conduit  à  la  même  construction  en  observant 
que  la  cosécante  est  la  sécante  du  complément  de  l'arc  (65). 

68.  Définition  de  la  cotangente.  —  On  appelle  cotangente 
d'un  arc  ou  d'un  angle  le  quotient  du  cosinus  par  le  sinus  de  cet 
arc  ou  de  cet  angle.  On  peut  en  conclure  immédiatement  que  la 
colungente  est  l'inverse  de  la  tangente. 
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En  représentant  par   cotg  a    la  cotangente  de  l'arc  ou  de 

i'angle  a,  on  peut  écrire 

cos  a         1 
COtg  a 


Sin  a         tg  a 

Il  en  résulte  que,  comme  pour  la  tangente, 

Cotg  (kn  -+-  «)  =  COtg  a. 

Enfin  la  cotangente  d'un  arc  ou  d'un  angle  est  égale  à  la  tan- 
gente du  complément  de  cet  arc  ou  de  cet  angle.  En  effet,  on 
peut  évidemment  écrire,  d'après  des  propriétés  connues, 


sin 

COS  a 

COtg  a  =   - = =  tg  I  — 

sin  a  /  ic         \         D  \  2 

cos 


(î 


69.  Théorème.  —  Si  l'on  porte  sur  ïextrémité  d'un  angle  le 
vecteur  mesuré  par  la  cosécante,  la  projection  de  ce  vecteur  sur 
l'axe  des  cosinus  a  pour  mesure  la  cotangente. 

En  effet,  la  projection  sur  l'axe  des  cosinus  du  vecteur  +  1 
porté  par  l'extrémité  de  l'angle  a  est  cos  a.  La  projection  Or 
(fig.  26)  sur  le  même  axe  du  vecteur  OR  porté  par  la  même 

,     .  .  cos  a       ,..-,. 

droite  sera  donc  cosec  a  cos  a  ou    >    c  est-a-dire  cotg  a. 

sin  a 

70.  Construction  de  la  cotangente.  — Au  lieu  de  projeter  le 
vecteur  OU  (fig.  26)  sur  l'axe  des  cosinus,  on  peut  le  projeter 
sur  l'axe  parallèle  Bxi  orienté  dans  le  même  sens  et  mené  par 
le  point  B  extrémité  du  segment  -+- 1  pris  sur  l'axe  des 
sinus  à  partir  du  sommet  0  de  l'angle.  Le  point  0  se  projette 
en  B  et  le  point  R  est  à  lui-même  sa  projection;  il  en  résulte 
que  la  cotangente  d'un  arc  est  la  mesure  du  vecteur  BR   dont 

l'origine  est  le  point  B  extrémité  de  l'arc  —  et  dont  l'extré- 
mité est  sur  le  diamètre  qui  passe  par  l'extrémité  de  l'arc;  la 
droite  qui  porte  ce  vecteur  est  tangente  au  cercle  trigonomé- 
trique  et  orientée  dans  le  même  sens  que  l'axe  des  cosinus 
auquel  elle  est  parallèle. 
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71.  Résumé.  —  On  voit  que  les  six  lignes  trigonométriques 
d'un  arc  sont  deux  à  deux  inverses  l'une  de  l'autre. 

La  sécante  est  l'inverse  du  cosinus. 

La  cosécante  est  l'inverse  du  sinus. 

La  cotangente  est  l'inverse  de  la  tangente. 

Aussi  les  formules  de  la  trigonométrie  ne  contiennent  que 
le  cosinus,  le  sinus  et  la  tangente.  11  peut  arriver  que  les  autres 
lignes  soient  utiles  dans  le  courant  d'un  calcul  ;  mais  on  ne  les 
conserve  pas  jusqu'à  la  fin. 

Les  six  lignes  trigonométriques  sont  les  mesures  de  certains 
vecteurs  qu'on  peut  toujours  prendre  sur  l'axe  des  sinus  ou 
Taxe  des  cosinus,  ou  encore  sur  des  axes  parallèles. 

Enfin,  nous  avons  constaté  que  si  l'on  ajoute  2A;tt  à  un  angle 
ou  à  un  arc  quelconque  aucune  de  ses  lignes  trigonométriques 
nest  modifiée  ;  c'est  pourquoi  on  dit  que  ce  sont  des  fonctions 
périodiques  de  l'angle  ou  de  l'arc. 


§  2.  —  Variations  des  lignes  trigonométriques. 


72.  Explications  préliminaires.   —  Nous  considérons  un 
plan  orienté  (55).  et  dans  ce  plan   un  angle  variable,  d'origine 

fixe  Ox  (fig.  27),  et  dont 
l'extrémité  (h,  d'abord  ap- 
pliquée sur  Ox,  tourne  au- 
tour du  point  0,  dans  le 
sens  positif,  et  prend  suc- 
cessivement toutes  les  di- 
rections possibles.  La  droite 
indéfinie  x'x  est  l'axe  de 
projection  des  cosinus.  Sa 
direction  positive  est  Ox, 
origine  de  l'angle  varia- 
ble. 

Par  0  nous  menons  y'y  perpendiculaire  à  x'x  ;  c'est  l'axe  de 
projection  des  sinus;  sa  direction  positive  est  Oy,  extrémité  de 
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il 
Sangle  -+-  — •  En  marquant  par  une  flèche  cette  direction  posi- 
tive, nous  pouvons  nous  dispenser  d'indiquer  d'une  autre  ma- 
nière le  sens  de  rotation  positif  :  c'est  le  sens  dans  lequel  Oz, 
d'aboi'd  appliquée  sur  Ox,  doit  tourner  pour  s'appliquer  sur  Oy 
en  décrivant  un  angle  droit  (55). 

Du  point  0  comme  centre,  décrivons  le  cercle  trigonométri- 
que,  c'est-à-dire  le  cercle  dont  le  rayon  est  égal  à  l'unité  de 
longueur.  La  circonférence  de  ce  cercle  est  le  lieu  géométri- 
que des  extrémités  du  segment  -h  1  pris  sur  Oz.  Elle  coupe 
x'x  en  A'  et  A,  y'y  en  B'  et  B,  et  Oz  en  M.  Les  points  A,B,A',B' 
partagent  la  circonférence  en  quatre  quadrants  que  nous  nom- 
mons 1er,  2e,  3e  et  4e  quadrants,  dans  l'ordre  où  ils  sont  parcou- 
rus par  le  point  mobile  M. 

Il  nous  suffira  de  faire  décrire  au  point  M  une  seule  circon- 
férence, puisque  tous  les  arcs  de  même  origine  et  de  même 
extrémité  ont  toutes  leurs  lignes  trigonométriques  com- 
munes (71). 

73.  Variations  du  cosinus.  —  Le  cosinus  est  le  nombre  qui 
mesure,  avec  le  rayon  pour  unité,  le  segment  Om  (fig.  27), 
projection  sur  x'x  du  rayon  mobile  OM.  Suivons  le  point  m 
quand  M  parcourt  successivement  le  1er,  le  2°,  le  3%  puis  le  4e 
quadrant. 

M  décrivant  l'arc  AB,  m,  d'abord  en  A,  marche  de  A  vers  0 
et  arrive  en  ce  point  quand  M  est  en  B  ;  le  cosinus  diminue 
constamment  de -4-1  à  zéro. 

Lorsque  M  décrit  le  2e  quadrant  BA',  m  marche  de  0  vers  A' 
et  arrive  en  ce  point  en  même  temps  que  M  ;  le  cosinus  diminue 
constamment  de  zéro  à  —  1. 

Quand  le  point  M  parcourt  le  3e,  puis  le  4e  quadrant,  le 
cosinus  reprend  les  mêmes  valeurs  en  sens  contraire;  il  aug- 
mente constamment  de  — là  zéro,  puis  de  zéro  à  -+- 1. 

A  deux  positions  M  et  M'  du  point  mobile  également  éloi- 
gnées de  A'  ou  A  correspondent  des  cosinus  égaux;  à  deux 
positions  du  mobile  également  éloignées  de  B  ou  B'  correspon- 
dent des  cosinus  de  même  valeur  absolue  et  de  signes  différents. 
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74.  Variations  de  la  sécante.  —  On  étudie  aisément  les 
variations  de  la  sécante  en  suivant  le  point  S  où  la  tangente 
menée  par  l'extrémité  de  l'arc  coupe  l'axe  x'x.  La  sécante  est 
la  mesure  du  segment  OS  (62).  Mais  il  est  encore  plus  simple  de 
remarquer  que  la  sécante  est  l'inverse  du  cosinus  (60)  ;  ces  deux 
fonctions  ont  donc  toujours  le  môme  signe  et  varient  en  sens 
opposés. 

Si  donc  le  point  M  parcourt  le  1er  quadrant,  la  sécante 
augmente  constamment  de  1  à  x  ;  puis  elle  devient  négative 
aussitôt  que  M  dépasse  le  point  B,  et  elle  augmente  constam- 
ment de  — x  à  — 1  quand  le  point  M  parcourt  le  2e  quadrant. 
Elle  reprend  ensuite  les  mêmes  valeurs  en  sens  contraire,  c'est- 
à-dire  diminue  de  — là  — oc  ,  puis  de  -t-oo  à  4-1. 

Pour  deux  positions  de  M  symétriques  par  rapport  à  AA',  la 
sécante  reprend  la  même  valeur. 

Les  variations  du  cosinus  et  celles  de  la  sécante  sont  indiquées 
dans  le  tableau  suivant 


a 

0                  £ 

2 

2 

COSa 

1    décroît      C 

>       décroît  —1     croît 

0         croît     1 

sec  a 

1    croît  +20 

— x  croît    —1    décroît 

—  X 

-t-x  décroît   1 

75.  Courbes  figuratives.  —  Portons  sur  un  axe  x'x  (fig.  28), 
à  partir  d'un  point  A,  les  diverses  valeurs  de  l'arc  ;  soit  AM 
l'une  de  ces  valeurs  ;  prenons  le  point  M  comme  origine  d'un 
segment  MP  perpendiculaire  à  x'x  et  égal  au  segment  dont  la 
mesure  est  cos  AM  ;  la  direction  positive  de  ce  segment  est 
indiquée  sur  la  perpendiculaire  y'y  à  x'x.  Le  lieu  géométrique 
du  point  P  quand  M  se  déplace  sur  x'x  est  une  ligne  qui  figure 
la  variation  du  cosinus  et  permet  de  l'embrasser  d'un  coup 
d'œil.  Cette  courbe  est  en  trait  plein  sur  la  figure  28. 

En  prenant  MO  égal  au  segment  dont  sec  AM  est  la  mesure, 
on  obtient  de  même  la  courbe  en  traits  interrompus  qui  figure 
les  variations  de  la  sécante. 
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On  a  vu  qu'en  donnant  au  point  mobile  des  positions  M  et  M', 
également  éloignées  de  A',  le  cosinus  et  la  sécante  reprennent 
les  mêmes  valeurs  ;  il  en  résulte  MP  =  M'P'  et  MQ  =  M'Q'.  Les 


Fig.  28 

deux  courbes  ont  donc  pour  axe  de  symétrie  la  parallèle  à  Oy 
menée  par  le  point  A'. 

Comme  l'arc  AM  peut  prendre  toutes  les  valeurs  de  — <x>  à 
-h  oo,  les  courbes  se  prolongent  indéfiniment  dans  les  deux 
sens  ;  elles  se  composent  d'une  infinité  d'arcs  identiques  à 
ceux  qui  sont  obtenus  quand  l'arc  varie  de  zéro  à  2ir.  Cette 
observation  s'applique  aux  autres  courbes  que  nous  allons 
construire. 


76.  Variations  du  sinus.  —  Le  sinus  est  le  nombre  qui  me- 
sure, avec  le  rayon  pour  unité,  le  segment  Ojo  (fig.  29),  pro- 
jection sur  y'y  du  rayon  mobile  OM.  Nous  devons  donc  suivre 
la  marche  du  point  p  quand  M  parcourt  la  circonférence. 

M  décrivant  l'arc  AB,     p,  d'abord  en  0,  marche  vers  B  et 
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arrive  en  ce  point  en  môme  temps  que  M  ;  le  sinus  augmente 
constamment  de  zéro  à  1. 

Quand  M  décrit  le  2e  quadrant,  le  sinus  reprend  les  mêmes 

valeurs  en  sens  contraire  ;  il 
diminue  donc  constamment  de 
1  à  zéro. 

Quand  M  décrit  le  3e  qua- 
drant A'B',  le  sinus  devient 
négatif,  le  point  pi  marche  de 
0  vers  B'  et  le  sinus  diminue 
constamment  de  zéro  à  — 1. 

EnOn  le  point  M  parcourant 
l'arc  B'A,  le  sinus  reprend  en 
sens    contraire     les    valeurs 
qu'il  avait  prises,  M  décrivant 
le  3°  quadrant  :  il  augmente  constamment  de  — là  zéro. 

A  deux  positions  M  et  M' du  point  mobile  également  éloignées 
de  B  correspondent  des  sinus  égaux  ;  à  deux  positions  du  mo- 
bile également  éloignées  de  A  ou  A'  correspondent  des  sinus 
dont  la  somme  est  nulle. 


Fig.  29 


77.  Variations  de  la  cosécante.  —  La  cosécante  est  la  me- 
sure du  segment  OR  de  l'axe  y'y,  terminé  sur  la  tangente 
menée  par  l'extrémité  M  de  l'arc  (66)  ;  on  peut  suivre  aisément 
la  marche  du  point  R  et.  en  déduire  les  variations  de  la  cosé- 
cante. 

Il  est  encore  plus  simple  de  remarquer  que  cette  fonction  est 
l'inverse  du  sinus  (65)  ;  ces  deux  fonctions  ont  donc  constam- 
ment le  même  signe  et  varient  en  sens  opposés. 

La  cosécante  est  donc  d'abord  infinie  quand  M  est  en  A  ; 
elle  prend  des  valeurs  positives  et  diminue  constamment  jus- 
qu'à +  1  quand  M  décrit  l'arc  AB  ;  M  parcourant  le  2"  qua- 
drant, la  cosécante  reprend  en  sens  contraire  les  mêmes 
valeurs  et  augmente  constamment  de  I  à  oo  . 

La  cosécante  devient  négative  et  augmente  constamment 
de  —  co  à  —  1  quand  M  décrit  le  3e  quadrant  ;  enfin  si  ce  point 


DESSENOX. 
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parcourt  le  4°  quadrant  la  cosécante  reprend  en  sens  contraire 
les  valeurs  qu'elle  avait  prises.  M  décrivant  le  3°  quadra  il  :  elle 
diminue  constamment  do  — 1   à  —  rc  . 

Quand  M  occupe  deux  positions  ('gaiement  éloig  es  du 
point  B  les  valeurs  de  la  cosécante  sont  égales. 

Les  variations  du  sinus  et  celles  de  la  cosécante  son!  indi- 
quées dans  le  tableau  ci-dessous. 


y. 

0 

2 

- 

32 

2it 

si  il  y.       0 

croît     +1 

décroît      0       décroît 

-i 

croît 

0 

COSPC 

décroît   +1 

croît  t-ool-Qo    croît 

-i 

—ce 

73.  Courbes  figuratives. 


Sur  la  figure  30  la  courbe  qui 
représente  la 
variation  du  si- 
nus est  en  trait 
plein  ;  celle  qui 
correspond  à  la 
cosécante  en 
traits  interrom- 
pus. 

Les  deux 
courbes  ont 
pour  ;ixe  de 
symél  '  i"  la  pa- 
rai le  i  menée 
par  B  à  '/'y. 

79.  Varia- 
tion! tan- 
gente. — r  À'cus  avons  déjà  observé  (39)  qu'à  den  M  ions 
diamétralement  opposées  du  point  M  corresponde!)  3  tan- 
gentes égales  ;  il  nous  suffit  donc  de  faire  varier  l'arc  de  zéro  à 
t,  puisque  de  -  à  2it  la  tangente  reprendra  les  mêm  i  leurs 
dans  le  même  ordre. 
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Nous  pouvons  remarquer  aussi  qu'à  deux  positions  de  M 
symétriques  par  rapport  à  l'axe  y'y  (ifig.  29)  correspondent  un 
même  sinus  et  deux  cosinus  de  même  valeur  absolue  et  de 
signes  différents.   Les  tangentes  correspondantes,  c'est-à  dire 

les  valeurs  du  rapport 


',  auront  donc  aussi  des  signes  diffé- 


COSa 

rents  et  même  valeur  absolue. 

Supposons  que  M  décrive  le  1er  quadrant  AB.  Le  sinus  croîtra 
constamment  de  zéro  à  1  ;  le  cosinus  diminuera  constamment 
de  1  à  zéro.  Donc  la  tangente  sera  positive  et  croîtra  constam- 
ment tle  zéro  à  l'infini. 

Il  résulte  de  la  remarque  précédente  que  quand  le  point  M 
décrira  le  2°  quadrant,  la  tangente  sera  négative  et  sa  valeui 
absolue  décroîtra  constamment  de  l'infini  à  zéro,  c'est-à-dire 
que  sa  valeur  algébrique  croîtra  constamment  de  —  oo   à  zéro. 

La  tangente  est  une  fonction  de  l'arc  constamment  croissante. 

On  peut  aussi  suivre  les  variations  de  la  tangente  en  utilisant 
la  construction  indiquée  au  n°  64  ;  on  voit  sans  difficulté  que  le 
vecteur  dont  elle  est  la  mesure  croit  de  zéro  à  +  oo  quand  le 
point  M  décrit  le  premier  quadrant  ou  le  troisième,  et  de 
—  oo   à  zéro  quand  il  décrit  le  second  ou  le  quatrième. 

80.  Variations  de  la  cotangente.  —  Cette  fonction  est  l'in- 
verse de  la  tangente  (68)  ;  elle  a  donc  toujours  le  même  signe 
que  la  tangente  et  varie  en  sens  contraire.  C'est  donc  une  fonc- 
tion constamment  décroissante. 

Les  variations  de  la  tangente  et  celles  de  la  cotangente  sont 
indiquées  dans  le  tableau  ci-dessous. 


a 

0 

T. 

~2 

1t 

tg  a 

0 

croît 

+  00 

00 

croît 

0 

COtga 

+  00 

décroît 

0 

décroît 

—oo  |+oo 

On  peut  aussi  suivre  les  variations  de  la  cotangente  en  uti- 
lisant la  construction  indiquée  au  n°  70. 
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81.  Courbes  figuratives.  —  Sur  la  figure  31  le  Irait  plein 
représente  la  courbe  qui  figure  les  variations  de  la  tangente  ; 
les  traits  interrompus  représentent  la  courbe  qui  figure  les 
variations  de  la  co tangente. 

82.  Remarque  I.  —  Quand  le  point  M  parcourt  la  circonfé-  \ 

rence  entière, 
le  cosinus  et  le 
sinus  de  l'arc 
AM  prennent 
deux  fois  tou- 
tes les  valeurs 
comprises  en- 
tre —  1  et  + 1 . 
La  sécante  et  la 
cosécante pren- 
nent deux  fois 
toutes  les  va- 
leurs qui  ne 
sont  pas  com- 
prises entre — 1 
et  -t-1.  Enfin  la 
tangente  et  co- 
Fig.  si  tangente  pren- 

nent deux  fois 
toutes  les  va- 
leurs de  —  oo  à  -+•  oo .  Aucune  ligne  trigonométrique  ne  prend 
plus  de  deux  fois  la  même  valeur. 

83.  Remarque  H.  —  Toutes  les  lignes  trigonométriques  sont 
positives  quand  l'extrémité  de  l'arc  est  sur  le  premier  quadrant  ; 
quand  elle  est  sur  l'un  des  trois  autres  quadrants,  deux  lignes 
trigonométriques,  inverses  l'une  de  l'autre,  sont  positives  ;  les 
quatre  autres  sont  négatives. 

Celles  qui  sont  positives  sont,  pour  le  2°  quadrant,  le  sinus 
et  la  cosécante,  pour  le  3e,  la  tangente  et  la  cotangente,  pour 
le  4e,  le  cosinus  et  la  sécante. 
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Nous   indiquons  dans  le  tableau  ci-dessous  les  signes  des 
lignes  trigonométriques  pour  chaque  quadrant. 


Ier  quadrant  . 
2e          

3e          —     .   . 

Cos 

Sin 

Tg 

Sec 

Cosec 

0 

Gotg 

■+■ 

-+- 
+ 

+ 
+ 

H- 

-h 

3.  —  Fonctions  circulaires  inverses. 


84.  Définitions  des  fonctions  circulaires  inverses.  —  On  a 

vu  dans  le  paragraphe  précédent  que  si  un  angle  ou  un  arc  est 
bien  déterminé,  toutes  les  lignes  trigonométriques  de  cet  arc 
sont  aussi  parfaitement  déterminées;  elles  varient  avec  l'arc  et 
on  les  appelle  souvent  fonctions  circulaires,  parce  que  ce  sont 
des  fonctions  d'un  arc  de  cercle.  Inversement,  on  peut  regarder 
un  arc  comme  une  fonction  de  chacune  de  ses  lignes  trigono- 
métriques ;  supposons,  par  exemple,  que  l'on  ait 

sin  a  =  x  ; 
si  l'on  fait  varier  x,  l'arc  a  variera  ;  on  peut  donc  le  regarder 
comme  une  fonction  de  la  variable  x  regardée  comme  indé- 
pendante ;  cette  fonction  est  appelée  fonction  circulaire  inverse. 
On  représente  cette  fonction  par 

arc  sin  x , 
qu'il  faut  lire  arc  dont  le  sinus  est  x. 

Cet  arc  n'est  pas  bien  déterminé  quand  la  variable  x  reçoit 
une  valeur  déterminée  a?,.  Nous  savons,,  en  effet,  que  tous  les 
arcs  de  même  origine  et  de  même  extrémité  ont  toutes  leurs 
lignes  trigonométriques  communes.  Il  y  a  donc  une  infinité 
d'arcs  ayant  xi  pour  sinus  ;  il  en  serait  de  même  si  la  variable 
représentait  un  cosinus,  une  tangente,  etc. 

Même  si  on  ne  prenait  que  les  arcs  positifs  inférieurs  à  2it, 
on  en  trouverait  encore  deux  admettant  la  ligne  trigonométri- 
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que  donnée  {*)  et  seulement  deux,  puisque,  l'arc  variant  de 
zéro  à  2tt,  chacune  des  six  lignes  trigonométriques  prend  deux 
fois,  et  seulement  deux  fois,  toutes  les  valeurs  qu'elle  peut 
prendre  (89 

Xous  allons  chercher  les  formules  renfermant  tous  les  arcs 
admettant  une  ligne  trigonométrique  donnée,  quelle  que  soit 
cette  ligne. 

85.    Arcs  ayant  un  cosinus  ou  une  sécante   donnés.  — 

Supposons  le  cosinus  donné;  prenons  sur  l'axe  x'x  (ûg.  32)  le 
segment  dont  ce  cosinus  est  la  mesure,  soit  Om.  Par  le  point  m , 

extrémité  de  ce  seg- 
ment, menons  une  per- 
pendiculaire à  x'x  ;  elle 
rencontre  le  cercle  tri- 
gonométrique en  deux 
points  M  et  M',  pourvu 
que  le  cosinus  donné 
soit  compris  entre  — 1  et 
-f-4.  Tous  les  arcs  ayant 
pour  origine  A  et  pour  ex- 
trémité M  ou  M',  et  ceux- 
là  seulement,  admettent 
le  cosinus  donné. 
Suivant  que  la  ligne  trigonométrique  donnée  est  positive  ou 
négative,  les  points  M  et  M'  sont  sur  le  48r  et  le  4°  quadrants,  ou 
bien  sur  le  2°  et  le  3e. 

Soit  a  l'un  des  arcs  obtenus,  l'arc  géométrique  AM,  par 
exemple,  et  soit  x  l'un  quelconque  des  arcs  terminés  en  M;  on 
a  nécessairement  (44) 

x  =  2Jvk  -+-  a,        ou  bien        x  —  a  =  2/iir. 
Si  l'arc  x  se  termine  en  M',  on  a  (4o) 

x  =  2A-7T  —  a        ou  bien        x  -+■  a  =  2for. 
Nous  savions  déjà  que  tous  les  arcs  compris  dans  ces  for- 


Fig.  32 


(*   Ces  deux  arcs  pourraient  être  égaux  dans  certains  cas  particuliers. 
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mules  ont  le  môme  cosinus  :  53  .  Nous  voyons  maintenant  que, 
réciproquement,  pour  que  deux  arcs  x  et  a  aient  le  même 
cosinus,  il  faut  qu'ils  soient  liés  par  l'une  ou  l'autre  de  ces 
relations. 

L'arc  a  serait  nul  ou  égal  à  tï  si  le  cosinus  donné  était  égal  à 
-+-  1  ou  à  —  i  ;  et  s'il  n'était  pas  compris  entre  ces  limite?,  le 
problème  n'aurait  pas  de  solution. 

Si  c'est  la  sécante  qui  est  donnée,  on  prend  sur  l'axe  x'x 
(fig.  32;  le  segment  OS  dont  la  mesure  est  la  sécante  donnée.  Par 
le  points  on  mène  deux  tangentes  au  cercle  trigonométrique  ; 
les  arcs  terminés  aux  deux  points  de  contact  M  et  M',  et  ceux-là 
seulement,  admettent  la  sécante  donnée.  Le  problème  serait 
impossible  si  on  donnait  une  sécante  comprise  entre  —  1  et  1  ; 
les  deux  points  M  et  M'  se  confondent  si  on  donne  une  sécante 
égale  à  ±1. 

Remarquons  que  quand  la  sécante  est  donnée,  il  suffit  de 
prendre  l'inverse  pour  avoir  le  cosinus,  cbacune  des  deux  cons- 
tructions précédentes  peut  donc  être  ramenée  à  l'autre.  On 
peut  aussi  remarquer  que  les  points  m  et  S  divisent  harmoni- 
quement  le  diamètre  AA'. 

86.  Arcs  ayant  un  sinus  ou  une  cosécante  donnés.  —  La 
construction  est  analogue  à  la  précédente  ;  la  seule  différence 

est  que  le  segment  dont  le 
nombre  donné  est  la  me- 
sure doit  être  pris  sur  l'axe 
Oy  (fig.  33)  dont  la  direc- 
tion fait  avec  la  direction 


— -•  On  obtient 

2 


Fig.  33 


Ox  l'angle 

ainsi  deux  points  M  et  M', 
en  supposant  le  problème 
possible;  tous  les  arcs  ayant 
pour  origine  A  et  pour  ex- 
trémité soit  M  soit  M',  et 
ceux-là    seulement,    ad- 


mettent  le  sinus  ou   la   cosécante   donnés. 
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Suivant  que  la  ligne  donnée  est  positive  ou  négative,  les 
points  M  et  Ai'  sont  sur  les  deux  premiers  quadrants  ou  sur  les 
deux  derniers. 

Soit  *  l'un  des  arcs  obtenus,  l'arc  géométrique  AM  par 
exemple  ;  tous  les  arcs  terminés  en  M  sont  compris  dans  la 
formule 

x  =  2/,-tt  h-  a  ou  bien  x  —  a  =  2/ni. 

Tous  ceux  qui  se  terminent  en  Al'  appartiennent  à  la  formule 

x  =  (1k  h-  t  V  —  a  ou  bien  x -±  a  =  [1k -\-  IV- 

87.  Arcs  admettant  une  tangente  ou  une  cotangente  don- 
née. —  On  a  vu  au  n°  64 

A 

que  la  tangente  d'un  arc 
est  la  mesure  d'un  vecteur 
porté  par  la  tangente  au 
cercle  trigonomé trique  me- 
née par  l'origine  de  l'arc, 
vecteur  ayant  pour  origine 
l'origine  même  de  l'arc  et 
dont  l'extrémité  est  sur  le 
prolongement  du  diamètre 
qui  passe  par  l'extrémité 
de  l'arc;  la  droite  qui  porte 
ce  vecteur  est  orientée 
comme  l'axe  des  sinus  auquel  elle  est  parallèle. 

D'après  cela,  pour  trouver  tous  les  arcs  admettant  une  tan- 
gente donnée,  on  prend  sur  la  tangente  au  cercle  trigonomé- 
trique,  menée  par  l'origine  A  des  arcs  qu'on  veut  trouver,  le 
segment  AS  mesuré  par  la  tangente  donnée  et  l'on  mène  le 
diamètre  qui  passe  par  l'extrémité  de  ce  segment.  11  rencontre 
le  cercle  en  deux  points  Al  et  Al'  situés  sur  le  premier  et  sur  le 
troisième  quadrants  si  la  tangente  donnée  est  positive,  sur  le 
deuxième  et  le  quatrième  si  elle  est  négative  ;  ces  points  exis- 
tent quelle  que  suit  la  valeur  de  la  tangente.  Tous  les  arcs  ayant 
A  pour  origine  et  M  ou  Al'  pour  extrémité,  et  ceux-là  seule- 
ment, admettent  la  tangente  donnée. 


FONCTIONS    CIRCULAIRES    INVERSES 


57 


Fig.  35 


Supposons  qu'on  donne  la  cotangente  ;  en  prenant  l'inverse 
on  aurait  la  tangente  et  on  pourrait  évidemment  appliquer  la 
construction  précédente. 
On  peut  aussi  utiliser  les  observations  faites  au  n°  70,  d'après 

lesquelles  la  cotangente 
d'un  arc  est  la  mesure  d'un 
vecteur  porté  par  la  tan- 
gente au  cercle  trigonomé- 
trique  menée  par  le  point  B 

extrémité  de  l'arc    -+--tt« 

L'origine  de  ce  vecteur  est 
B,  l'extrémité  est  sur  le 
prolongement  du  diamètre 
qui  passe  par  l'extrémité 
de  l'arc  ;  la  droite  qui  porte 
ce  vecteur  est  orientée  comme  l'axe  des  cosinus  auquel  elle 
est  parallèle. 

D'après  cela,  pour  avoir  les  extrémités  de  tous  les  arcs  d'ori- 
gine A  admettant  une  cotangente  donnée,  on  mène  la  tan- 
gente indéfinie  au  cercle  trigonométrique  par  l'extrémité  de 

l'arc  H--^-'.  onprend  sur  cette  droite,  dont  ladirection  positive 

est  celle  de  l'axe  des  cosinus,  le  vecteur  ayant  pour  mesure 
la  cotangente  donnée,  et  l'on  trace  le  diamètre  qui  passe  par 
l'extrémité  de  ce  vecteur.  Quelle  que  soit  la  valeur  de  cette 
cotangente,  le  diamètre  rencontrera  le  cercle  en  deux  points 
M  pt  M'  situés  sur  le  premier  et  le  troisième  quadrants  si  la 
cotangente  donnée  est  positive,  sur  le  deuxième  et  le  quatrième 
si  elle  est  négative.  Ce  sont  les  extrémités  des  arcs  cherchés. 

Soit  a  l'un  des  arcs  admettant  la  tangente  ou  la  cotangente 
données,  l'arc  géométrique  A  M  par  exemple  (fig.  34  ou  35)  ; 
tous  les  arcs  x  terminés  en  M  sont  compris  dans  la  formule 

.r  —  ±k--\-%  ou  bien  x  —  a  =  2/c-; 

tous  ceux  qui  se  terminent  en  M'  sont  compris  dans  la  formule 

x  =  (2k  -+-  l)ir-f-  a  ou  bien  x  —  a  =  (-2k  -f-  i)-. 
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Ces  deux  formules  peuvent  être  remplacées  par  la  formule 
unique 

:  kit  -i-a  ou  bien  x  —  a  =  kn. 

88.  Résumé.  —  Les  résultats  auxquels  nous  avons  été  con- 
duits sont  indiqués  dans  les  trois  propositions  suivantes  (*)  : 

4°  Pour  que  deux  arcs  ou  deux  angles  aient  le  même  cosinus  et, 
par  suite,  la  même  sécante,  il  faut  et  il  suffit  que  leur  différence 
ou  leur  somme  soit  égale  à  un  multiple  pair  de  %  : 

•2°  Pour  que  deux  arcs  ou  deux  angles  aient  le  même  sinus  et, 
mite,  la  même  cosécante,  H  faut  et  il  suffit  que  leur  différence 
soit  un  multiple  pair  de  it,  ou  bien  que  leur  somme  soit  un  mul- 
tiple impair  de  it  ; 

3°  Pour  que  deux  arcs  ou  deux  angles  aient  la  même  tangente 
et,  par  suite,  la  même  cotangente',  il  faut  et  il  suffit  que  leur  dif- 
férence soit  un  multiple  quelconque  de  it. 
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Quelles  sont  les  relations  les  plus  générales  qui  doivent  exister 
entre  deux  arcs  ou  deux  angles  pour  que  l'on  ait  entre  leurs  lignes 
trigonométriques  l'une  quelconque  des  relations  suivantes  : 

1°  Les  deux  cosinus  de  même  valeur  absolue  et  de  signes  diffé- 
rents ; 

2°  Les  deux  sinus  de  même  valeur  absolue  et  de  signes  diffé- 
rents : 

3o  Les  deux  tangentes  de  même  valeur  absolue  et  désignes  diffé- 
rents ; 

4°  Le  sinus  de  l'un  des  ares  égal  en  grandeur  et  signe  au  cosinus 
de  l'autre  ; 

5°  Le  sinus  de  l'un  des  arcs  égal  en  valeur  absolue  au  cosinus  de 
l'autre,  niais  de  signe  différent? 


O  Ce.-;  propositions  doivent  être  sues  par  cœur. 


CHAPITRE    IIÏ 


RELATIONS  ENTRE  LES  LIGNES  TRIGONOMÉTRIQUES 
D'UN  ANGLE  QUELCONQUE  ET  APPLICATIONS 


5  t.  Relations  entre  lea  lignes  trigonométriques  d'un  angle  quelconque.  —  §  2.  Appli- 
i-atious.  Calcul  des  lignes  trigonométriques  d'un  angle  en  fonction  de  "une  d'elles.  — 
§  3.  Valeurs  des  lignes  trigonométriques  de  certains  arcs. 


1 1.   —  Relations  entre  les  lignes  trigonométriques 
d'un  angle  quelconque. 

89.  Nombre  des  relations  distinctes  qui  existent  entre  les 
six  lignes  trigonométriques  d'un  angle.  —  On  a  vu  (23)  qu'une 
direction  est  déterminée  sans  aucune  ambiguïté  quand  on  con- 
naît les  nombres  X  et  \x  qui  mesurent,  dans  deux  systèmes  diffé- 
rents, les  projections  du  segment  directeur;  en  outre,  on  a 
remarqué  (24)  que  ces  nombres  ne  sont  pas  arbitraires,  mais 
qu'ils  sont  liés  par  une  relation  du  second  degré  par  rapport  à 
chacun  d'eux. 

Si  Ton  choisit  deux  systèmes  de  projections  orthogonales 
ayant  pour  axes  l'origine  Ox  d'un  angle  et  la  demi-droite  Oij 

(fig.  36) extrémité  de  l'angle  -t-—  i  il  résulte  de  ce  qui  précède  : 

A 

1°  que  l'extrémité  OM  de  l'angle  sera  parfaitement  déterminée 
quand  on  connaîtra  le  sinus  et  le  cosinus  de  cet  angle;  2°  qu'en- 
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tre  ces  deux  nombres  existera  une  relation  du  second  degré 
par  rapport  à  chacun  d'eux. 

Comme  chacune  des  quatre  autres  lignes  trigonométriques 
est  liée  aux  deux  premières  par  une  relation  résultant  immé- 
diatement de  sa  définition,  on  voit  qu'il  existe  cinq  relations 
distinctes  entre  les  six  lignes  trigonométriques  d'un  angle. 

Il  ne  peut  en  exister  un  plus  grand  nombre  :  car  s'il  en  exis- 
tait au  moins  six,  on  pourrait  les  considérer  comme  formant 
un  système  de  six  équations  distinctes  à  six  inconnues,  et  l'al- 
gèbre montre  qu'un  pareil  système  ne  peut  admettre  un  nom- 
bre infini  de  solutions.  Or,  nous  savons  que  chacune  des  lignes 
trigonométriques  admet  une  infinité  de  valeurs. 


90.  Relations  fondamentales.  —  Appelons  a  le  nombre  qui 
mesure  un  angle  quelconque  ou  l'arc  correspondant,  et  cher- 
chons la   relation  qui  existe 
entre  sin  a  et  cosd. 

Après  avoir  tracé  le  cercle 
trigonométrique,  l'axe  des 
cosinus  Ox  et  l'axe  des  sinus 
Oy,  parcourons  à  partir  du 
point  A  l'arc  a  ;  nous  arri- 
vons en  un  point  M  du  cercle 
trigonométrique  ;  le  rayon  OM 
se  projette  en  Om  sur  l'axe 
des  cosinus  et  en  Op  sur  l'axe 
des  sinus.  Les  longueurs  Om 
et  Op,  mesurées  avec  le  rayon  comme  unité  de  longueur,  ont 
pour  mesure  les  valeurs  absolues  de  cosa  et  de  sin  a. 

Or  le  triangle  rectangle  OraiM,  dont  le  côté  mM  est  évidem- 
ment égal  à  Op,  donne 


Ô~m  +mM2  =  OMS 
pourvu  que  Om,  mM  et  OM  soient  les  mesures  avec  une  même 
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unité  des  longueurs  désignées  par  les  mêmes  lettres.  Si  donc 
(cette  unité  est  le  rayon  OM,  cette  relation  devient 

cos2  a  h-  sin2  a  =  1  ; 

c'est  la  relation  demandée. 

Elle  est  générale:  carie  raisonnement  précédent  ne  dépend 
pas  de  la  position  du  point  M  sur  le  cercle  trigonométrique. 

En  y  adjoignant  les  relations  qui  résultent  immédiatement 
des  définitions,  on  forme  le  tableau  des  cinq  relations  fonda- 
mentales qui  existent  entre  les  lignes  trigonométriques  de  l'arc 
quelconque  a  ;  ce  sont 

(i)  cos2a  -i-  sin*a  =  1, 

(2)  tg  a 


sin  a 


(3)  sec  a  = 

(4)  cosec  a  = 
(o)  cotg  a  — 


cos  a 


cos  a 


sin  a 


cos  a 
sin  a 


Ces  relations  sont  distinctes  :  car  la  première  ne  contient 
aucune  des  fonctions  qui  forment  les  premiers  membres  des 
quatre  dernières,  etcbacune  de  celles-ci  contient  une  fonction 
qui  n'entre  dans  aucune  des  quatre  autres.  Ainsi  aucune  de  ces 
cinq  relations  ne  peut  être  regardée  comme  une  conséquence 
des  autres. 

91.  Autres  relations.  —  En  combinant  d'une  manière  arbi- 
traire  plusieurs  des  relations  fondamentales,   on  obtiendra 
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autant  de  relations  nouvelles  qu'on  voudra-,  Quelques-unes  de 
ces  relations  sont  utiles.  Telle  est  la  relation  déjà  connue  (68) 

tg  a  cotg  a  =  1, 
qu'on  obtient  en  multipliant  membre  à  membre  (2)  et  (5) 

Si  l'on  divise  par  cos2  a  tous  les  termes  de  la  relation  (1),  on 
obtient 

si ii2  a  1 

^^ r-  =  — ,- 

cos- a       cos- a 
ou,  en  tenant  compte  de  [2)  et  de  (3), 

(6)  1  -t-tg2  a  =  sec2  a. 

Cette  relation,  souvent  utile,  peut  aussi  être  obtenue  en  re- 
marquant que,  d'après  les  observations  faites  au  n°  64,  la 
sécante  est  la  mesure  d'un  segment  dont  la  valeur  absolue  est 
l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  ayant  pour  côtés  de  l'angle 
droit  le  rayon  et  la  valeur  absolue  du  segment  mesuré  par  la 
tangente. 

On  obtiendrait  d'une  façon  analogue  la  relation 

1  -+-  coter2  a  =  cosec2  a. 


5  2.  —  Applications.  —  Calcul  des  lignes  trigo- 
nométriques  d'un  angle  en  fonction  de  l'une 
d'elles. 

Nous  supposerons  donné  le  cosinus,  ou  le  sinus  ou  la  tan- 
gente ;  si  l'on  donnait  la  sécante  ou  la  cosécante,  ou  la  cotan- 
gente,  on  ramèneraitle  problème  à  l'un  des  précédents  en  pre- 
nant l'inverse  de  la  ligne  donnée. 

Nous  ne  calculerons  pas  la  sécante  ni  la  cosécante  ni  la 
cotangente,  puisque  ces  lignes  sont  immédiatement  connues 
quand  on  connaît  leurs  inverses. 

92.  Connaissant  cos  a,  calculer  sin  a  et  tg  a.  —  La  rela- 
tion (1)  donne 

sin  a  =  ±  v^l  — cos2  a 
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et,  en  remplaçant  dans  (2)  sin  a  par  ces  valeurs, 

±  J\  —  cos2  a 

tga  =  — : 

cos  a 

On  s'explique  aisément  le  double  signe  en  se  reportant  au 
n°  85  et  à  la  figure  32.  Les  angles  en  nombre  infini  qui  admet- 
tent le  cosinus  donné  ont  deux  extrémités  symétriques  par 
rapport  à  leur  origine  commune  Ox  ;  suivant  qu'on  choisit 
l'une  ou  l'autre  de  ces  extrémités  on  a  pour  sinus  de  l'angle  un 
nombre  positif  ou  le  nombre  négatif  de  même  valeur  absolue. 

11  en  résulte  pour  la  tangente  deux  valeurs  de  signes  diffé- 
rents et  égales,  abstraction  faite  des  signes. 

93.  Connaissant  sin  a,  calculer  cos  a  et  tg  a.  —  Les  rela- 
tions (1)  et  (2)  donnent  

cos  a  =  ±  \/l  —  sin2  a, 
sin  a 


t°c  a  = 


n/l  —  sin2  a 

Les  doubles  signes  s'expliquent  comme  ceux  des  formules 
du  numéro  précédent  et  en  s'appuyant  sur  les  observations 
faites  au  n°  86. 

94.  Connaissant  tg  a.  calculer  cos  a  et  sin  a.  —  Reprenons 
la  formule  (6)  du  n°91   : 

(6)  1  -+-  tg2  a  =  sec2  a, 

1 

et  remplaçons  sec  a  par nous  obtenons 

^  l      cos  a  ' 

1 

1  -h  tg2  a  = r— I 

cos2  a 

d'où 

(7)  cosa  = , 

+  /1  +  tg2  a 

La  formule  (2)  écrite  de  la  manière  suivante  : 

sin  a  =  tg  a  cos  a, 
donne  ensuite 

f  °"  a 

(8)  sin  a  = 

±y/i+tg2a 

Il  est  clair  qu'on  doit  prendre  le  même  signe  devant  les  radi- 
caux qui  entrent  dans  les  formules  (7)  et  (8). 
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Ce  double  signe  s'explique  comme  les  précédents  :  il  suffit 
de  se  reporter  au  n°  87  et  à  la  figure  34.  A  la  tangente  donnée 
correspondent  deux  extrémités  d'angles  OM  et  OM';  suivant 
qu'on  choisit  l'une  ou  l'autre  on  obtient  un  angle  admettant  un 
cosinus  positif  ou  bien  un  cosinus  négatif  de  même  valeur 
absolue.  Il  en  est  de  même  pour  le  sinus. 

95.  Remarque  I.  —  Il  arrive  souvent  que  la  tangente  donnée 

a  une  valeur  fractionnaire  —  •  en  ce  cas  les  formules  (7)  et  (8) 

deviennent 

1  p 


(7/)  cos  a  = 


r 


(8')  sin  a  = 


m 

V 


f 


V  p2 

Le  dénominateur  commun  des  valeurs  de  cos  a  et  sin  a  est  la 
racine  carrée  de  la  somme  des  carrés  des  deux  termes  de  la 
fraction  donnée  ;  le  numérateur  de  la  valeur  de  cos  a  est  égal 
au  dénominateur  de  celle  fraction  ;  la  valeur  de  sin  a  a  un  nu- 
mérateur égal  au  numérateur  de  Ja  fraction  donnée. 

Les  ra.liciux  des  deux  valeurs  de  cos  a  ont  le  même  signe  si 
p  est  positif,  des  signes  différents  si  p  est  négatif;  même 
observation  pour  sin  a  ;  de  plus,  il  faut  choisir  les  signes  de 

sin  a  m 

telle  façon  que   soit  bien  égal  à  —  ■ 

cos  a  P 

96.  Remarque  II.  —  On  peut  encore  obtenir  les  formules  (7) 
sans  passer  par  l'intermédiaire  de  la  relation  (6),  qui  ne  fait  pas 
partie  des  cinq  relations  fondamentales.  La  relation  (2)  peut 
être  écrite  cos  a  __  sin  a 

1  tgo 

En  élevant  au  carré  ces  deux  rapports,  et  ajoutant  les  anté- 
cédents puis  les  conséquents  : 

cos2  a  __  sin2  a  _  1 

~~1~~   ~  tg2a  ""  1  -+-  tg2  a ; 
d'où  l'on  déduit  sans  peine  les  formules  (7)  et  (8). 
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Toutefois  il  faut  faire  attention  que  l'élévation  au  carré  a  in- 
troduit les  solutions  de  l'équation 

cos  a  _        sin  a 
1       ~~TgT; 
il  faut  rejeter  ces  solutions  qui  sont  données  par  les  formules 
(7)  et  (8)  dans  lesquelles  on  prendrait  devant  les  radicaux  des 
signes  différents. 

97.  Remarque  III.  —  Étant  donnée  l'une  quelconque  des  six 
lignes  trigonomélriques  d'un  angle,  il  est  évident  que  la  ligne 
inverse  est  bien  déterminée,  et  nous  venons  de  voir  que  cha- 
cune des  quatre  autres  lignes  admet  deux  valeurs  dont  la 
somme  est  nulle.  Nous  avons  expliqué  ce  résultat  en  nous  ser- 
vant de  figures  ;  on  peut  aussi  s'appuyer  sur  les  formules  indi- 
quant tous  les  angles  qui  admettent  la  ligne  donnée.  Cctleexpli- 
cation  ne  diffère  pas,  au  fond,  de  la  première  :  caries  formules 
ont  été  établies  à  l'aide  des  figures. 

Nous  désignons  par  a  l'un  quelconque  des  angles  admettant 
la  ligne  donnée  pourvu  que  cet  angle  soit  bien  déterminé  ; 
nous  pouvons,  par  exemple,  supposer  que  a  désigne  le  plus 
petit  angle  positif  correspondant  à  la  ligne  donnée.  Supposons 
que  celte  ligne  soit  le  cosinus  ;  tous  les  angles  ayant  ce  cosinus 
sont  représentés  (85)  par  l'une  ou  l'autre  des  formules 

a  =  2/vr  -+-  a  , 

a  =  2/«ï  —  a  , 
et  suivant  que  l'angle  a  appartient  à  la  première  ou  à  la  seconde, 
on  a 

sin  a  =  sin  a,  tg  a  =  tg  a, 

ou  bien  (76,  79) 

sin  a  =  —  sin  a,  tg  a  =  —  Ig  a. 

Si  la  ligne  donnée  est  le  sinus,  tous  les  angles  qui  admettent 
ce  sinus  sont  représentés  par  les  formules  (86; 
a  =  2/v-  +  a  , 
a  —  2A--  -+-  -  —  a  ; 
suivant  que  l'angle  a  appartient  à  la  première  ou  à  la  seconde, 
on  a 

cos  a  =  cos  a,  tg  a  =  tg  a, 
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ou  bien  (73,  79) 

cos  a  ■=.  —  cos  a,  tg  a  =  —  tg  *. 

Enfin,  si  Ton  donne  tg  a,  les  arcs  a  sont  donnés  par  la  for- 
mule (87) 

a  —  kn  -+-  a, 

et  suivant  que  k  est  pair  ou  impair,  on  a 

cos  a  =  cos  a,  sin  a  =  sin  a, 

ou  bien  (73,  76, 

cos  a  =  —  cos  a,  sin  a  =  —  sin  a. 


§  3.  —  Valeurs  des  lignes  trigonométriques 
de  certains  arcs. 


98.  Théorème.  — Le  sinus  d'un  arc  positif plus  petit  qu'un  qua- 
drant est  égal  à  la  moitié  du  nombre  qui  mesure,  avec  le  rayon 

pour  unité,  la  corde  qui  sous- 
tend  l'arc  double. 

Soit  AM  (flg.  37)  un  arc  po- 
sitif plus  petit  qu'un  rrnadrant. 
Prenons  AM'  =  AM  et  traçons 
la  corde  MM'  qui  sous-tend 
un  arc  égal  à  2AM.  Le  dia- 
mètre A'A  qui  passe  par  le 
milieu  de  cet  arc  est  perpen- 
diculaire sur  le  milieu  de  la 
corde;  PM  est  donc  le  segment 

dont  la  mesure  est  sin  AM,  et  de   plus  ce  segment,    qui   est 

positif,  est  la  moitié  de  la  corde  MM'. 

99.  Corollaire.  —  Soit  n  un  nombre    entier;    sin  —  est  la 

n 

2n 
nature  de  la  moitié  de  la  corde  qui  sous-tend  l'arc  —  ;  si  l'on 

n 

connaît  la  longueur  de  cette  corde,  qui  est  le  côté  du  polygone 
régulier  de  n  côtés,  on  aura  la  valeur  du  sinus  correspondant. 
On  a  calculé,  en  géométrie,  les  longueurs  des  cotes  de  certains 
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polygones  réguliers  en  fonction  du  rayon;  chacun  des  côtés  que 
l'on  connaît  fournit  la  valeur  d'un  sinus  ;  c'est  ainsi  qu'on  ob- 
tient les  valeurs  inscrites  dans  le  tableau  suivant. 


n 

Valeur  en  degrés 

de  l'arc  — 
n 

Côté  du   polygone 
de  n  côtés 

Sin    — 
n 

3 

60° 

R/3 

|Vi 

4 

45° 

R/2 

r* 

0 

36° 

—  /lO  —  2/5 

2 

-/lO  —  2/5  . 
4 

6 

30ù 

R 

1 

10 

18° 

■|(/5-l) 

i(/s-D 

On  calcule  aussi  en  géométrie  les  côtés  du  décagone  étoile 

et  du  pentagone  étoile,  côtés  qui  sous-tendent  des  arcs  respec- 

2tc  2« 

tivement  eeaux  a     —  X3     et     —  X  2  ;     on  trouve  pour  lon- 
10  5 

gueurs  de  ces  côtés  en  fonction  du  rayon 

j.r(/5h_1)  et  iR/lO-f-2/5. 

11  en  résulte 

3^  1 

sin  —  =  sin  54°  =  T(/o4-  I), 
1U  4 

2tt  1     , t= 

sin  —  =  sin  72°  =  -ZlO  +  2/5. 
5  4 

100.  Remarque.  —  Rangeons  par  ordre  de  grandeur  crois- 
sante les  arcs  dont  nous  venons  de  calculer  les  sinus;  nous 
obtenons 

TT  T.  1t  T.  3-  71  2~ 

ïô'       ë"'       s'       ï'       îô"       ?'       y 

ou  bien  en  degrés 

18°,         30°,         36°,         45°,         54°,         60°,         72°. 
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On  peut  remarquer  que  les  arcs  également  éloignés  des 
extrêmes  sont  complémentaires,  de  sorte  que  le  sinus  de  l'un 
est  égal  au  cosinus  de  l'autre.  La  formule 

(1)  sin2  a  -t-  cos5  a  =  1 

donne  un  moyen  de  vérifier  les  résultats  trouvés. 

De  plus,  comme  nous  connaissons  les  cosinus  et  les  sinus 
de  ces  sept  arcs,  nous  pouvons  calculer  aisément  toutes  leurs 
lignes  trigonornétriques.  Il  importe  de  retenir  surtout  les 
valeurs  suivantes  : 


(») 


1t 

cos  —  =  sin 
6 

1t 

3~ 

= 

v/3 

T.' 

7T 
t0-     — 

°  6 

= 

sin  -. 

C0SÏ 

1 

"75  " 

Û 

3 

TT 

7t 

v/2 

71 
ta- 

sin  — 
4 

—  * 

cos 


71  .          TC 

cos  —  =r  sin  —  =  — î       tg  —  =  =  y/3. 


sin  — 

\ 

71 

3 

=  2" 

t0,     —     — 

°    3 

7T 

cos- 

3  6 


101.  Valeurs,  en  fonction  des  lignes  trigonornétriques  d'un 

71  71 

arc  a-,  de  celles  des  arcs   — x,       - — x,      —  ■+■  x,      u  —  x 

et      ±--t-x. 

Quelle  que  soit  la  valeur  de  l'arc  .r,  l'arc  — a:  a  tous  ses 
points  symétriques  des  divers  points  de  l'arc  x  par  rapport  au 
diamètre  qui  passe  parleur  origine  commune;  en  particulier, 
les  extrémités  de  ces  arcs  sont  symétriques  par  rapport  à  ce 
diamètre.  De  cette  symétrie  et  des  définitions  des  lignes  trigo- 
nornétriques, on  déduit 

!cos  ( —  x)  =  cos  x  ; 
sin  {—xj  =  — sin  x  ; 
tg    (—  *)  =  — tgx. 
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II) 


cos 


sin 


tg 


~         \ 

x    ==  sin  x  ; 

9. 


I  =  cos  x  ; 
—  X')  =  cotg  x. 


Si  l'on  remarque  que  l'arc    —  x   est  le  complément  de  l'arc 
--\-x,   on  obtient,  en  tenant  compte  des  formules  (10)  et  (11), 


(12) 


cos  (  —  -\-  x)  =  sin  ( —  x)  =  —  sin  ar 


— h-  a?  J  =  cos  ( —  x)  =  cos  x  ; 


ter 


\2 


-+-  a?  )  =  eotg  (—  x)  =  —  cotg  x. 


Les  formules  (12)  peuvent  être  établies  par  un  raisonnement 
direct.  Soit  A  l'origine,  M  l'extrémité  d'un  arc  quelconque 
mesuré  par  x\  à  partir  de  M  parcourons  le  quadrant  positif 

MP  et  projetons  sur  l'axe  des 
cosinus  et  sur  l'axe  des  sinus  les 
rayons  OM  et  OP.  Nous  obte- 
nons deux  rectangles  OpPp'  et 
Om'.Mm  dont  les  côtés  soi.t 
respectivement  mesurés  par  les 

valeurs  absolues  des  cosinus  et 

,  it 

sinus  dos  arcs  x  et    x-\-  -• 
2 

Faisons  tourner  autour  du 

point  0  et  de  l'angle la 

ligure  formée  parles  axes  OA,  OB  et  le  rectangle  OpPp' ;  les 
droites  suivant  lesquelles  sont  dirigés  les  axes  s'appliquent 
évidemment  l'une  sur  l'autre  ;  OP  s'applique  sur  OM  ;  donc 
le  rectangle  OpPp'  coïncide  avec  le  rectangle  Om'Jlw,  ce  qui 
prouve  l'égalité  des  valeurs  absolues  du  cosinus   de  l'un  des 
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arcs  et  du  sinus  de  l'autre.   De  plus  la  direction  positive   de 
l'axe  des  sinus  s'applique  sur  la  direction  positive  de  Taxe  des 


cosinus.  Donc  sin  (  -  -\- x)  —  cos  x.  Au  contraire,  la  direc- 
tion positive  de  l'axe  des  cosinus  vient  s'appliquer  sur  le  pro- 
longement de  la  direction  positive  de  l'axe  des  sinus.  Donc 


cos  I-  +  I]  =  —  sin  x. 

Quelle  que  soit  la  valeur  de  l'arc  x,  l'arc  u  —  x  a.  son  extré- 
mité symétrique  de  celle  de  x  par  rapport  au  diamètre  per- 
pendiculaire au  diamètre  qui  passe  par  l'origine  commune  do 
ces  arcs  ;  il  en  résulte 

!cos  (ti  —  x)  =  —  cos  x  ; 
sin  (it  —  x)  =  sin  x; 
tg      (71  —  X)  =  —  [g  X. 

EnGn,  les  arcs  a-  et  ±  tt  +  x  ayant  leurs  extrémités  diamé- 
tralement opposées,  on  a  évidemment 

Icos  (±  tc  +  x)  =  —  cos  x  ; 
sin  (±  tc  -1-  x)  =  —  sin  x  ; 
tg    (±Tt  +  ;r)  =  tg  x. 

102.  Problème.  —  Ramener  un  arc  au  premier  quadrant. 

—  Ce  problème  consiste  à  trouver  l'arc  a  positif  inférieur  à  un 
quadrant  ayant  des  lignes  trigonomêfriques  respectivement 
égales  en  valeurs  absolues  à  celles  d'un  arc  donné  x;  ce  pro- 
blème est  toujours  possible  et  n'a  qu'une  solution. 

Supposons,  en  effet,  que  l'arc  donné  x  se  termine  sur  le 
premier  quadrant  ;  il  suffira  d'y  ajouter  ou  d'en  retrancher  un 
nombre  convenable  de  circonférences  pour  avoir  l'arc  a  de- 
mandé. 

Si  l'arc  x  est  terminé  sur  le  26  quadrant,  son  supplément 
m — x  se  terminera  sur  le  premier,  et  aura,  d'après  les  for- 
mules (13),  mêmes  lignes  trigonométriques  en  valeursabsolues  ; 
on  sera  ramené,  pour  trouver  a,  au  cas  précédent. 

Si  l'arc  x  se  termine  sur  le  3e  quadrant,  on  en  retranchera  ou 
on  y  ajoutera  tc,  ce  qui  ne  changera  rien  aux  valeurs  absolues 
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de  ses  lignes  trigonométriques  (formules  14),  et  on  sera  ramené 
au  premier  cas. 

Enûn,  si  x  est  terminé  sur  le  4e  quadrant,  l'arc  — x  se 
termine  sur  le  premier  et  a  les  mêmes  lignes  trigonométriques, 
en  valeurs  absolues  (formules  10),  que  l'arc  donné. 

Le  problème  ne  peut  avoir  qu'une  solution:  car  chacune  des 
lignes  trigonométriques  de  l'arc  a  étant  positive  et  variant  cons- 
tamment dans  le  même  sens  quand  l'extrémité  de  cet  arc  par- 
court le  premier  quadrant,  il  n'est  pas  possible  qu'une  de  ces 
fonctions  prenne  deux  fois  la  même  valeur  absolue. 

Voici  des  exemples  dans  lesquels  nous  supposons  x  exprimé 
en  degrés;  si  l'arc  était  exprimé  en  parties  du  rayon,  il  faudrait 
remplacer  360  par  2w. 

1°  Soit  donné  l'arc  de  —  1000°.  Divisons  4000  par  360  en 
prenant  le  quotient  par  excès  puisque  l'arc  donné  est  négatif; 
nous  aurons  ainsi  un  reste  négatif  qui  deviendra  positif  après 
le  changement  de  signe. 

1000  =  360X3—80, 
d'où  —  1000  = —360X3  +  80. 

L'arc  se  termine  sur  le  premier  quadrant  et  ses  lignes  trigo- 
nométriques sont  celles  de  l'arc  de  80°. 

2°  Soit    x  =  3000°  ;     la  division  par  360  donne 
3000  =  360  X  8  4-  120. 

Prenons  le  supplément  de  120°,  arc  terminé  sur  le  2e  qua- 
drant; nous  obtenons  60°  :  c'est  l'arc  cherché. 

3°  Supposons    x  =  —  3000°  ;     nous  obtenons 
3000  =  360  X  9  —  240, 
d'où  —  3000  =  —  360  X  9  -+-  240. 

L'arc  de  240°  est  terminé  sur  le  3e  quadrant  ;  retranchons-en 
180°;  nous  obtenons  60*  pour  l'arc  a  demandé. 

4°  Supposons  enfin  que  l'arc  donné  soit  x  =  1000°;  nous 
trouvons  1000  =  360x2  +  280; 

or  l'arc  de  280°  se  termine  sur  le  4e  quadrant;  en  changeant  de 
signe  l'arc  donné  nous  serons  ramené  au  premier  cas.  Il  revient 
au  même  de  retrancher  280  de  360,  ce  qui  donne  80,  reste  par 
excès  changé  de  signe  de  la  division  de  1000  par  360. 
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103.  Remarque.  —  Comme  on  connaît  pour  chaque  quadrant 
le?  signes  des  lignes  trigonométriques  (83),  on  pourra  calculer 
les  valeurs  algébriques  des  lignes  trigonométriques  d'un  arc 
donné  quelconque,  si  l'on  possède  une  table  permettant  de 
trouver  celles  de  tous  les  arcs  positifs  inférieurs  à  un  quadrant. 


EXERCICES    SUR    LE    CHAPITRE    III 


^.  Deux  lignes  trigonométriques  d'un  arc  suffisent-elles  toujours 
pour  déterminer  l'extrémité  de  cet  arc? 

2.  Démontrer  que  l'expression 

2(cos6a  -+-  sin6a)  —  3(cos*a  -h  sin4a) 
conserve  la  même  valeur  quel  que  soit  l'arc  a. 

3.  Exprimer  toutes  les  lignes  trigonométriques  d'un  arc  en  fonc- 
tion de  la  sécante,  ou  de  la  cosécaute,  ou  de  la  cotangente  de  cet 
arc.  Expliquer  a  priori  pourquoi  en  obtient  tantôt  une,  tantôt  deux 
valeurs  de  somme  nulle. 

4.  Évaluer  les  lignes  trigonométriques  des  arcs  de  930°,  —  2010", 
1782°. 

5.  Calculer     sin  — -  X  sin— . 

tu  10 

6.  Quelles  sont  les  relations  qui  peuvent  exister  entre  deux 
arcs  x  et  y  sachant  que  l'on  a  , 


la  —  b  .  la—  b ,, 

V  a  +  b  V     2a 

7.   Quelles    relations  peuvent  exister   entre  x  et  y  sachant  que 
l'on  a 


cotga?=y/?,  cosy'=y/- 


H-è 


CHAPITRE     TV 

ADDITION,  SOUSTRACTION,  MULTIPLICATION 
ET   DIVISION    DES    ARCS 


1.  Addition  et  soustraction  des  arcs.  —  §  2.  Multiplication  des  arrs. 
§  3.  Division  des  arcs. 


§  1.  —  Addition  et  soustraction  des  arcs. 

104.  Objet  du  problème  a  résoudre.  —  Nous  avons  défini  (33) 
la  somme  d'autant  d'arcs  qu'on  voudra,  et  nou*  avons  constaté 
( I ne  cette  somme  a  pour  mesure  la  somme  algébrique  des  mesu- 
res des  arcs  qu'on  ajoute  ;  nous  savons  aussi  (44)  que  l'origine 
d'un  arc  quelconque  étant  fixée,  l'extrémité  ne  change  pas  quand 
on  ajoute  à  cet  arc  ou  qu'on  en  retranche  un  nombre  entier  de 
circonférences.  Il  en  résulte  évidemment  qu'il  suffit  de  connaî- 
tre l'origine  et  l'extrémité  de  chacun  des  arcs  qu'on  ajoute 
pour  pouvoir  déterminer  l'extrémité  de  l'arc  égal  à  leur  somme 
pourvu  qu'on  ait  fixé  l'origine  de  cet  arc. 

Nous  savons  d'autre  part  que  les  lignes  trigonoméiriqnes  d'un 
arc  appartenant  a  un  cercle  orienté  ne  dépendent  que  de  l'ori- 
gine et  de  l'extrémité  de  cet  arc;  enfin  nous  avons  vu  (89)  que 
la  connaissance  du  cosinus  et  du  sinus  d'un  angle  ou  d'un  arc 
ayant  une  origine  connue  suffit  pour  déterminer  parfaitement 
l'extrémité  de  cet  angle  ou  de  cet  arc. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  si  l'on  connaît  le  cosinus  et 
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le  sinus  de  chacun  des  arcs  a,  b,  c, ,  on  aoit  pouvoir 

calculer  toutes  les   lignes  trigonométriques  de  leur  somme 

fl  +  i  +  c+ ;  on  peut  en  particulier  calculer  le  cosinus 

et  le  sinus  de  cette  somme,  et  les  formules  qui  donnent  les  va- 
leurs de  ces  deux  lignes  trigonométriques  en  fonction  de  cos  a, 
sin  a,  cos  b,  sine,  etc.  ne  peuvent  renfermer  aucun  double 
signe.  Nous  nous  proposons  de  trouver  ces  formules,  et  d'en 
déduire  la  tangente  de  la  même  somme  d'arcs. 

105.  Calcul  de  cos  (a-\-b)  en  fonction  de  cos  a,  cosè,  sin  a; 
sin  b.  —  Considérons  d'abord  deux  arcs  a,  b  positifs  ou  négatifs, 
mais  bien  déterminés.  A  partir  d'un  point  A  du  cercle  trigono- 

métrique  (fig.  38),  parcourons  l'arc  +— ,  ce  qui  nous  amène  en 

un  point  B  ;  la  connaissance  de  ce  point  suffit  à  indiquer  l'orien- 
tation du  cercle  (55).  Décri- 
vons maintenant,  en  partant 
de  A,  l'arc  a;  nous  arriverons 
en  un  point  M  à  parlir  duquel 
nous  devrons  parcourir  l'arc 
b,  ce  qui  nous  amènera  en  un 
point  P  de  la  circonférence; 
l'arc  a-hb  est  un  certain  arc 
commençant  en  A  et  finissant 
en  P  (33).  Traçons  l'axe  des 
cosinus  OM  et  l'axe  des  sinus 
ON  des  arcs  qui  ont  M  pour  origine,  et  marquons  par  une  flèche 
la  direction  positive  de  chacun  de  ces  axes.  Projetons  en  R  sur 
OM  l'extrémité  P  de  l'arc  b,  et  menons  la  résultante  OP  du  con- 
tour ORP. 

On  sait  que  la  projection,  sur  un  axe  quelconque  (12),  d'un 
contour  polygonal  est  égale  à  la  projection,  sur  cet  axe,  de  la 
résultante  du  contour  ;  nous  pouvons  donc  écrire 
(et)  Pr.  (JP  =  Pr.  Ô7i  -f-  Pr.  RP. 

Choisissons  pour  axe  de  projection  l'axe  ries  cosinus  A'A  des 
arcs  qui  commencent  en  A,  et  marquons  par  une  flèche  la  direc- 
tion positive  de  cet  axe. 
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Pour  évaluer  la  projection  de  OP,  remarquons  queOA  est  l'o- 
rigine, OP  l'extrémité  de  l'angle  mesuré  par  a  -+-  b;  de  plus  le 
segment  OP,  dont  la  valeur  absolue  est  le  rayon  du  cercle  trigo- 
nométrique,  a  pour  mesure  -t-l.  La  projection  de  OP  sur  l'axe 
OA  est  donc,  par  définition,  le  cosinus  de  l'arc  (a  4-  b)  ;  ainsi 
Pr.  ÔP  =  cos  '«  +  //). 

Le  côté  OR  du  contour  est  un  segment  dont  la  direction  po- 
sitive est  OM  et  dont  la  valeur  algébrique  est,  par  définition, 
-t-  cos  b.  Nous  aurons  la  projection  de  ce  segment  (21)  en  mul- 
tipliant sa  valeur  algébrique  parla  projection  du  segment  -M, 
c'est-à-dire  par  la  projection  de  OM  sur  OA  ;  or  cette  projection 
est  égale  à  -+-  cos  a.  On  a  donc 

Pr.  OR  =  cos  a  cos  b. 

De  même  RP  est  un  segment  dont  la  direction  positive  est 
ON  et  qui  a  -t-sin  b  pour  valeur  algébrique  ;  reste  à  trouver  la 
projection  sur  OA  du  segment  ON  égal  à  -+- 1  ;  remarquons 
pour  cela  que  l'un  des  angles  qui  ont  OA  pour  origine  et  ON 

pour  extrémité  vaut  a  -+-  —  ;  la  projection  de  ON  sur  OA  est 

donc  cos  (a  ■+-  —  ),   c'est-à-dire  (101)   — sin  a  ;  par  suite 

Pr.  RP  =  —  sin  a  sin  b. 
Portons  ces  valeurs  dans  la  formule  (a)  ;  nous  aurons 
1  cos  (a  -f-  b)  =  cos  a  cos  b  —  sin  a  sin  b.  (*) 

106.  Remarque. —  Il  est  utile  d'insister  sur  l'absolue  généra- 
lité du  raisonnement  qui  précède.  La  figure  sert  uniquement 
à  fixer  les  idées  ;  on  peut  placer  les  points  M  et  P  où  l'on 
voudra  sur  le  cercle  trigonométrique  ;  il  n'y  aura  aucune  mo- 
dification à  faire  subir  à  la  démonstration.  Bien  plus,  nous 
n'avons  pas  eu  besoin  de  préciser  lequel  des  arcs  ayant  A  pour 
origine,  M  pour  extrémité  nous  appelions  a.  Ainsi  cet  arc  peut 
être  négatif  ou  positif  et  il  peut  comprendre  un  nombre  quel- 

(')  Celle  formule  pourrait  être  traduite  en  langage  ordinaire  :  Le  cosinus  de  la  somme  de 
deux  arcs  est  égal  au  produit  dos  cosinus  de  ces  arcs  diminué  du  produit  de  leurs  sinus. 
Mais  sous  celte  forme  elle  serait  plu?  difficile  à  retenir.  Cette  observation  s'applique  aux 
'ormules  suivantes. 

Nous  rappelons  que  toutes  les  formules  numérotées  doivent  être  sues  var  cœur. 
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conque  de  circonférences.  On  en  peut  dire  autant  de  l'arc  b  ; 
nous  n'avons  pas  précisé  sa  valeur  mais  seulement  son  origine 
M  et  son  extrémité  P.  Aussi  pourrons-nous  appliquer  la  for- 
mule (l)  quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  à   a   et  b. 

107.  Calcul  de  sin(a  +  o)  en  fonction  de  cosa,  cos  6,  sina, 

sin  b.  —  Si  l'on  applique  la  formule  (1)  aux  arcs  —  -\-a  et  b  et 


si  Ton  tient  compte  des  formules  (12)  du  n°  101  : 

=  —  sin  x, 


(  u 

COS     —  -+-  X 

.   \2 


sin  (  —  -ha- 


—  cos  x, 


COS 


2+a 


+  a  )  cos  b  —  sin  (  —  -+-  a  )  sin  b. 


on  obtient  successivement 

']  =  C°S  \2 
—  sin  (a  -+-  b)  =  —  sin  a  cos  b  —  cos  a  sin  6, 

(2)  sin  (a  -+-  b)  =  sin  a  cos  b  -+-  cos  a  sin  b. 

On  peut  encore  démontrer  directement  cette  relation.  11  suffit 

de  projeter  le  même  contour  que 
précédemment  en  prenant  pour 
axe  de  projection  l'axe  des  sinus 
des  arcs  qui  commencent  en  A. 
Soit  OB  {fig.  39)  le  nouvel  axe  de 
projection.  La  définition  du  sinus 
nous  donne 

Pr.  OP  =  sin  (a  +  b). 
Le  segment  OR  a  pour  valeur  al- 
gébrique cos  b,  et  la  projection 
sur  OB  du  segment  +i,  pris 
sur  la  direction  positive  OM,  est 
sina,  toujours  d'eprès  la  définition  du  sinus.  Ainsi 
Pr.  Oit  =  sin  a  cos  b. 

La  valeur  algébrique  du  segment  HP  est   sin  b,  et  l'un   des 

arcs  AN  vaut  o  +  -   La  projection  sur  OB  du  segment  -f-1  pris 
sur  ON  est  donc  sin (  a  ■+■  -  )  ou  bien  cosa;  on  a  donc 
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Pr.  RP  =  cos  a  sin  b. 
Et,  en  remplaçant  dans  la  formule  (a)  les  projections  par  leurs 
valeurs, 

(2)  sin  [a  -+-  b)  =  sin  a  cos  b  -+-  cos  a  sin  6. 

108.  Conséquences  immédiates  des  formules  (1)  et  (2). — 
En  remplaçant  dans  les  formules  générales  (1)  et  (2)  b,  par  —  b, 
et  remarquant  (101)  que 

cos  (—x)  =  cos  x, 

sin  (—  x)  =  —  sin  a?, 
on  trouve 

(3)  cos  (a  —  6)  =  cos  a  cos  &  +  sin  a  sin  6, 

(4)  sin  (a  —  ô)  =  sin  a  cos  6  —  cos  a  sin  ô. 
Divisons  membre  à  membre  (2)  par  (1)  ;  nous  obtenons 

sin  (a  -h  b)       sin  a  cos  b  -+■  cos  a  sin  6 
cos  (a-h  b)  ~  cos  a  cos  b  —  sin  a  sin  b 
Divisons  par  le  produit  cos  a  cos  6  les  deux  termes  de  la  frac- 
tion qui  forme  le  second  membre  de  cette  relation,  et  rappe- 
lons-nous que  la  tangente  d'un  arc  est,  par  définition,  le  quo- 
tient du  sinus  par  le  cosinus  de  cet  arc  ;  nous  pouvons  écrire 

sin  a      sin  b 

-   cos  a      cos  b 
is(a-h_6)  = 


(5)  tg(a  +  b)  = 


sin  a     sin  b 
cos a     cos b 
tg  a  -h  tg  b 


1  —  tg  a  tg  b 

En  remplaçant  dans  cette  formule  b  par  —  b  et  en  se  rappe- 
lant (101)  que  tg  (—  x)  =  —  tg  x,  on  trouve 

ia-n  —  ter  h 

(6)  tg(a-6)=-^ ^-. 

°  v  '       1  ■+-  tg  a  tg  b 

On  arriverait  encore  à  ce  résultat  en  combinant  les  formules 

(3)  et  (4)  comme  on  a  combiné  (1)  et  (2). 

109.  Remarque.  —  Les  formules  (5)  et  (6)  montrent  que  la 
tangente  de  la  somme  ou  de  la  différence  de  deux  arcs  s'ex- 
prime sans  aucune  ambiguïté  en  fonction  des  tangentes  de  ces 
arcs.  On  pouvait  le  prévoir.  Il  est  vrai  que  l'arc  a  n'est  pas  bien 
déterminé  par  sa  tangente;  mais  si  l'on  appelle  a  l'un  quel- 
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conque  des  arcs  admettant  la  tangente  considérée,  le  plus  petit 
arc  positif,  par  exemple,  nous  savons  (87)  que  l'arc  a  est  lié  à  a 

par  la  formule 

a  =  /tir  -+-  a  ; 

de  même,  p  étant  un  arc  déterminé  admettant  tg  b  pour  tan- 
gente, on  a 

b  =  k'n  H-  p; 
par  suite, 

a-+-  b  =  (k-\-  kf)Ti  ~ha-hp, 

c'est-à-dire  que  l'arc  a  -+-  b  se  termine  au  même  point  que  l'arc 
a-j-p,  ou  au  point  diamétralement  opposé.  Dans  les  deux  cas 
tg(a  -+-  b)  est  bien  déterminée  et  égale  à   tg  (a  -h  p). 

On  verrait  de  même  que  la  tangente  de  a  —  b  est  aussi  déter- 
minée sans  aucune  ambiguïté. 

110.  Calcul  du  cosinus  et  du  sinus  de  la  somme  algé- 
brique d'autant  d'arcs  qu'on  voudra  en  fonction  des  cosinus 
et  des  sinus  de  ces  arcs.  —  Les  six  formules  qui  viennent 
d'être  établies  résolvent  pour  la  somme  ou  la  différence  de 
deux  arcs  le  problème  que  nous  nous  sommes  proposé  au 
n°  104.  Considérons  trois  arcs  a,  b  et  c.  Nous  avons,  d'après  la 
formule  (1), 

cos(a+b-\-z)  =  cos[(a-hb )-+-c]  =  cos(a-+-b)  cosc — sin  (a-hft)  sine. 
Remplaçons     cos  (a  4- 6)     et     sin  (a  -+-  b)     par  leurs  valeurs  : 

cos  (a  -+-  b  -+-  c)  =  cos  a  cos  b  cos  c  —  sin  a  sin  b  cos  c 

—  sin  a  cos  b  sin  c  —  cos  a  sin  b  sin  c. 

On  aura,  d'une  manière  analogue, 

sin  (a -h  b-t-c)  =  sin  [(a  +  b)  -+-  c] 

=  sin  (a+  b)  cos  c  -+-  cos  (a  +  b)  sin  c  ; 

sin  (a  ■+■  b  -+-  c)  =  sin  a  cos  b  cos  c  -\-  cos  a  sin  b  cos  c 

■+-  cos  a  cos  b  sin  c  —  sin  a  sin  b  sin  c. 

On  pourra  ainsi  calculer  de  proche  en  proche  le  cosinus  et  le 
sinus  de  la  somme  de  quatre  arcs,  de  cinq  arcs.  etc. 

111.  Remarques.  —  Les  seconds  membres  des  formules  qui 
donnent  le  cosinus  et  le  sinus  de  la  somme  de  m  arcs  sont  des 
polynômes  entiers,  homogènes  et  du  me  degré  par  rapport  aux 
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cosinus  et  aux  sinus  de  ces  arcs.  Un  le  constate  immédiatement 
pour   m  =  2   et  pour  m  =  3.    Supposons  que  ce  soit  vrai  pour 

m=p,    et  considérons  p   arcs  a,  b, ,  k,  auxquels  nous 

ajouterons  un   (p  -+-  l)e  arc  l.  Nous  pouvons  écrire  : 

cos  (a+b-i \-k-\-l)  =  cos[a-\ \-k)cosl — sin  (a-\ h&)sin/; 

sin  (a-hb-\ \-k-t-l)  =  sin  [a-\ \-k)  cos /-b  cos  (an \-k)  sin  /. 

Mais,  par  hypothèse,   cos (a-\- -\-k)    et    sin(cr+ -+-k) 

-ont  des  polynômes  entiers,  homogènes,  du  pe  degré  par  rap- 
port aux  sinus  et  cosinus  des  arcs  considérés:  en  les  multipliant 
par  cos  /  ou  sin  /,  on  obtiendra  évidemment  des  polynômes 
entiers,  homogènes,  du  [p-hi)e  degré  par  rapport  aux  sinus 
et  cosinus  de  tous  les  arcs  y  compris  l'arc  /.  La  propriété 
appartient  donc  à  la  somme  de  p  -+-  i   arcs. 

Cette  propriété  étant  constatée  pour  trois  arcs,  nous  pou- 
vons affirmer  qu'elle  est  vraie  pour  quatre,  par  suite  pour  cinq 
arcs,  etc.  Elle  est  donc  vraie  pour  m  arcs,  quelle  que  soit  la 
valeur  de  m. 

Constatons  aussi  qu'en  ajoutant  l'arc  /  on  introduit  l'un  des 
facteurs  cos  /  ou  sin  /  dans  chacun  des  termes  des  développe- 
ments de    cos(a-Mn hk-hl)  et  de    s\n(a-\-b-\ t-k-{-l). 

D'ailleurs  chacun  des  termes  des  développements  de  cos  a  -+-  b) 
et  de  sin  (a -i-6)  contient  l'arc  a  et  l'arc  b,  soit  par  son  cosinus, 
soit  par  son  sinus.  On  peut  donc  dire  que  chacun  des  termes  du 
développement  du  cosinus  ou  du  sinus  d'une  somme  d'arcs  contient 
chacun  de  ces  arcs  soit  par  son  cosinus,  soit  par  son  sinus.  De  plus 
rhaque  arc  n'entre  qu'une  fois  dans  chaque  terme. 

112.  Calcul  de  la  tangente  de  la  somme  d'autant  d'arcs 
qu'on  voudra  en  fonction  des  tangentes  de  ces  arcs.  —  La 
formule  (5]  donne 

tg  a  +  t£  b 

te  c 


tg  (a  +  b-+-c)  =  - 


tgfl  +  tgé 
1  —  tff  a  te  b    c 
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en  multipliant  les  deux  tonnes  de  la  fraction  qui  forme  le 
second  membre  par    1  —  tg  a  tg  b,   on  trouve 

1  —  tg  6  Ig  c  —  tg  c  tg  a  —  tg  a  tg  b 
On  pourra  ensuite  calculer  la  tangente   de  la   somme  de 
quatre  arcs,  puis  de  cinq  arcs,  etc.  Toutes  ces  tangentes  s'ex- 
primeront sans  ambiguïté  en  fonction  des  tangentes  de  tous  les 
arcs  qu'on  ajoute  ensemble. 

On  peut  aussi  trouver  la  tangente  de  la  somme  de  m  arcs  en 
divisant  membre  à  membre  les  formules  qui  donnent  le  sinus 
et  le  cosinus  de  celte  somme.  Le  numérateur  et  le  dénomina- 
teur de  la  fraction  qui  formera  le  second  membre  seront  des 
polynômes  entiers,  homogènes,  du  me  degré  par  rapport  aux 
cosinus  et  sinus  de  tous  les  arcs  considérés  ;  de  plus  chaque 
arc  entre  une  fois  et  seulement  une  fois  dans  chaque  terme;  en 
divisant  ces  polynômes  par  le  produit  des  m  cosinus,  on  n'aura 
plus  que  des  tangentes. 


§  2.  —  Multiplication  des  arcs. 

113.  Objet  du  problème  a  résoudre.  —  Le  problème  de  la 
multiplication  des  arcs  consiste  à  trouver  des  formules  donnant 
les  valeurs  des  lignes  Irigonomélriques  des  multiples  d'un  arc 
en  fonction  des  lignes  trigonométriques  de  cet  arc. 

Si  nous  connaissons  les  formules  donnant  les  valeurs  des 
lignes  trigonométriques  de  la  somme  do  m  arcs,  a,  b, .  . .  k,  l  en 
fonction  des  lignes  trigonométriques  de  ces  arcs,  il  est  clair 
qu'il  suflira  d'y  supposer  tous  ces  arcs  égaux  à  l'un  d'eux  pour 
obtenir  les  valeurs  des  lignes  trigonométriques  de  m  fois  cet  arc. 

Nous  pouvons  prévoir  que  cosma  et  sin  ma  auront  pour  va- 
leurs des  polynômes  entiers,  homogènes,  du  me  degré  en  cosa 
et  sin  a,  et  que  tgma  sera  une  fonction  rationnelle  de  tga. 

114.  Calcul  de  cos2a,  de  sin2a  etde  tg2a  en  fonction  des 
lignes  trigonométriques  de  l'arc  a.  —  Dans  les  formules  (1), 
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(2)  et  (5)  du  paragraphe  précédent,  supposons   b  =  a  ;  nous 
aurons 

cos  (a  4-  «)  =  cos  a  cos  a  —  sin  a  sin  a, 
sin  (a  -+-  a)  =  sin  a  cos  a  -h  cos  a  sin  a, 
tg  a  +  tg  a 
tg(fl  +  g)  =  i-tgatgfl' 
c'est-à-dire 

(7j  cos  la  =  cos2  a  —  sin2  a, 

(8)  sin  2a  =  2  sin  a  cos  a, 

2  tga 
'  1  —  tg-  a 

115.  Remarques.  —  La  valeur  de  cos  2a  renferme  cos  a  et 
sin  a  au  second  degré  seulement;  il  en  résulte  qu'on  peut  sans 
radicaux  exprimer  cos  2a,  soit  en  fonction  de  cos  a,  soit  en  fonc- 
tion de  sin  a.  Il  sufût  pour  cela  d'utiliser  la  formule  (1)  du 
chapitre  précédent 

cos2  a  +  sin2  a  =  1  ; 
elle  donne 

cos2  a  =  i  —  sin2  a, 
jt  sin2  a  =  1  —  cos2  a. 

La  formule  (7)  devient  alors 

cos  2a  =  1  —  2  sin2  a, 
et  cos  2a  =  2  cos2  a  —  1 . 

Ainsi,  quand  on  connaît  soit  le  cosinus,  soit  le  sinus  d'un  arc, 
le  cosinus  de  l'arc  double  est  déterminé  sans  aucune  ambiguïté. 
11  n'en  est  pas  ainsi  du  sinus  de  cet  arc  double  ;  en  effet  la 
formule  (8)  devient 

sin  2a  =  ±  2  sin  a  ^1  —  sin2  a, 
el  sin  2a  =  ±2  cos  a  /l  —  cos2  a. 

11  y  a  donc  deux  valeurs  de  signes  différents,  mais  égales 
sauf  le  signe,  pour  le  sinus  de  l'arc  2a. 

Ces  résultats  pouvaient  être  prévus  et  leur  explication  a  priori 
peut  être  présentée  de  deux  manières,  soit  en  se  fondant  sur  les 
formules  renfermant  tous  les  arcs  qui  admettent  un  cosinus  ou 
un  sinus  donné,  soit  en  s'aidant  de  figures.  Nous  adoptons  ici 
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la  première  manière,  laissant  au  lecteur  le  soin  de  développer 
la  seconde,  qui  n'en  diffère  pas  au  fond 

Supposons  cos  a  connu;  une  infinité  d'arcs  a  admettent  ce 
cosinus  ;  soit  a  l'un  d'eux;  tous  les  autres  sont  compris  (85)  dans 
l'une  ou  l'autre  des  formules 

a  =  2A"tt  4-  a, 
a  =  2A-u  —  a. 
Les  arcs  2a,  aussi  en  nombre  infini,  sont  donc  compris  dans 
l'une  ou  l'autre  des  formules 

2a  =  Uit  ■+■  2a, 
2a  =  Akit  —  2a. 

Quelle  que  soit  celle  des  deux  formules  à  laquelle  l'arc  2a  ap- 
partient, cos 2a  aura  pourvaleur  cos  (±2a),  c'est-à-dire  cos  2a; 
il  n'y  a  donc  qu'une  seule  valeur  pour  cos  2a. 

Mais  sin  2a  a  la  valeur  sin  2a  ou  sin  (— 2a),  c'est-à-dire 
—  sin  2a,  suivant  que  l'arc  2a  appartient  à  la  première  ou  à  la 
seconde  formule.  Ainsi,  on  doit  trouver  deux  valeurs  de  somme 
nulle  pour  sin  2a. 

Supposons  maintenant  que  sin  a  soit  donné.  Les  arcs  a  sonl 
alors  donnés  (86)  par  les  formules 

a  —  2A--  4-  a, 
a  =  (2An-l)it  —  a; 
pt  les  arcs  2a  ont  pour  valeurs 

2a  =  Akn  -+-  2a, 
2a  =  (4* -h  2)*  —  2a. 
Dans  tous  les  cas,  cos  2a  =  cos  2a,  mais  la  valeur  de  sin  2a 
est  sin  2a  ou  —  sin  2a,  suivant  que  l'arc  2a  appartient  à  la  pre- 
mière formule  ou  à  la  seconde. 

116.  Valeurs  de  cos  3a  en  fonction  de  cos  a,  de  sin  3a  en 
fonction  de  sin  a  et  de  tg  3a  en  fonction  de  tg  a.  —  On  au- 
rait ces  valeurs  en  se  servant  des  formules  établies  aux  nos  110 
et  112.  On  peut  aussi  les  trouver  directement.  On  a 

cos  3a  =  cos  (2a  •+-  a)  =  cos  2a  cos  a  —  sin  2a  sin  a. 

Remplaçons  cos  2a  et  sin  2a  par  leurs  valeurs  (7)  et  (8);  nous 
aurons 
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cos  3a  =  (cos2  a  —  sin-  a   cos  a  —  ~2  sin2  a  cos  a  ; 
cos  3a  =  cos3  a  —  3  sin2  a  cos  a  =  cos3  a  —  3  cos  a  (1  —  cos2  a  ■ 
cos  3a  =  4  cos3  a  —  3  cos  a. 
On  obtient  de  même 

sin  3a  =  sin  (2a  4-  a)  =  sin  2a  cos  a  -h  cos  2a  sin  a  ; 

sin  3a  =  2  sin  a  cos2  a  -h  (cos2  a  —  sin2  a)  sin  a  ; 

sin  3a  =  3  sin  a  cos-'  a  —  sin3  a  =3  sin  a  (1  —  sin2  a)  —  sin3  a  ; 

sin  3a  =:  3  sin  a  —  4  sin3  a. 
On  a  enfin 

ter  9/7    _!_  t  cr   /l 

2tga 


-+■  te  a 


t    3    =    1  ~  tg2  a  =3tga-tg3a 

g    fl       i       W     2tgg  l-3tg2a   • 

8      1  —  tg2a 

117.  Remarque.  —  On  conçoit  qu'il  est  facile  de  calculer 
de  proche  en  proche  les  lignes  trigonométriques  des  arcs 
4a,  oa,  etc.  en  fonction  de  celles  de  l'arc  a.  Xous  ne  ferons  pas 
ce  calcul  ;  mais  le  lecteur  trouvera  à  la  fin  du  volume  une  note 
sur  la  formule  de  Moivre  qui  permet  d'obtenir  rapidement 
cos  ma   et    sin  ma   en  fonction  de   cos  a   et  de   sin  a. 

La  valeur  de  cos  ma  peut  toujours  être  exprimée  rationnelle- 
ment en  fonction  de  cosa  ;  celle  de  sin  ma  ne  peut  être  exprimée 
sans  radicaux  ;'i  l'aide  de  la  seule  ligne  sin  a  que  si  m  est  impair. 
L'explication  a  priori  de  ces  faits  est  semblable  à  celle  que  nous 
avons  donnée  au  n°  115. 


.§  3.  —  Division  des  arcs. 

118.  Objet  dc  problème  a  résoudre.  —  Le  problème  de  la  divi- 
sion des  arcs  consiste  à  trouver  les  lignes  trigonométriques  de 
„       a  , 

1  arc  ->     m  étant  entier,  quand  on  connaît  une  des  lignes  trisro- 
m  o  o 

nométriques  de  l'arc  a.  Nous  ne  résoudrons  ce  problème  que 
pour  m  =  2. 
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De  plus  nous  ne  considérerons  pas  les  cas  où  on  donnerait 
sec  a,  cosec  a  ou  cotg  a,  puisque  quand  on  connaît  l'une  de 
ces  lignes,  on  connaît  aussi    cos  a,    ou    sin  a,    ou    tg  a. 

De  même  nous  ne  prendrons  pas  pour  inconnues  secia, 
cosec|a    ni    cotg|a. 

119.  Connaissant  cos  a,  trouver  cos|a,  sin|a  et  tg|a» 
—  Nous  calculerons  d'abord  cos|a  et  sin|a  ;  ces  deux  in- 
connues sont  liées  par  la  relation  (1)  du  chapitre  précédent, 
relation  qui  s'écrit  quand  on  l'applique  à  l'arc  j- a  : 

(a)  cosHa  +  sin2|a  =  1- 

Nous  connaissons  en  outre  le  cosinus  du  double  de  l'arcia  : 
ce  cosinus  donné  est  lié  aux  inconnues  par  la  formule  (7),  qu'il 
suffit  d'appliquer  à  l'arc^a  ;  elle  devient 

(P)  cos2|a  —  sin2|a  =  cos  a. 

Pour  résoudre  le  système  formé  par  les  équations  (a)  et  ((3), 
ajoutons-les,  puis  retranchons-les  membre  à  membre  ;  nous 
aurons 

(  2cos2la  =  1  4- cos  a, 

\  2  sinHa  =  1  —  cos  a. 

Ce  système  est  équivalent  au  premier  :  car  on  retrouverait  les 

équations  du  premier  système  en  ajoutant  puis  retranchant 

membre  à  membre  celles  du  second.  En  résolvant  celles-ci,  on 

obtient  

/l  4-  cos  a 
cos|a  =  ±y 

(il) 


■a  =  ±N/ï 


cos  a 
sin  * 


2 

Pour  avoir  tg|a,  il  suffit  de  diviser  membre  à  membre  la 
valeur  de  sin|a  par  celle  de  cosj-a,  ce  qui  donne 


(12)  tgia  =  ±y/i 


—  cos  a 


1  ■+-  cos  a 

120.  Explication  des  doubles  valeurs  trouvées.  —  On  donne 
cos  a  et  nous  ne  savons  rien  sur  l'arc  lui-même,  si  ce  n'est  qu'il 
a  le  cosinus  donné  ;  or  une  inûnité  d'arcs  (85)  admettent  ce 
cosinus  ;  les  formules  précédentes  doivent  nous  donner  les  va- 
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1 

y 

B 

M 

r;/      

\r 

A'  1;       ,.--'1 

0N-,» 

!/A  à> 

-Vr' 

RjV     -  - 

M' 

leurs  des  lignes  trigonomélriques  des  moitiés  de  tous  ces  arcs. 
Cherchons  donc  les  arcs|a  :  nous  pouvons  indiquer  leurs  ex- 
trémités sur  une  figure  ou  hien  trouver  les  formules  qui  les 
renferment  ;  nous  donnerons  successivement  ces  deux  ma- 
aières  d'expliquer  les  résultats  qui  précèdent. 
\°  Représentons  par  Om  [Qg.  40)  le  segment  dont  la  mesure 

est  le  cosinus  donné,  ce  seg- 
ment étant  pris  à  partir  du 
centre  O,  dans  un  sens  conve- 
nable, sur  le  diamètre  AA'  qui 
passe  par  l'origine  commune  A 
de  tous  nos  arcs.  Par  l'extré- 
mité m  du  segment  menons 
une  perpendiculaire  MM'  ;i 
AA'.  Tous  les  arcs  terminés  en 
l'un  des  points  M  ou  M',  où 
elle  coupe  le  cercle  trigono- 
métrique,  et  ceux-là  seulement,  admettent  le  cosinus  donné. 
Soit  AR  la  moitié  de  l'arc  géométrique  AM.  Pour  avoir  tous 
les  arcs  ayant  A  pour  origine,  M  pour  extrémité,  il  faut  ajouter 
à  l'arc  géométrique  AM,ou  en  retrancher,  une,  deux,  trois,  etc. 
circonférences  ;  pour  avoir  les  moitiés  de  tous  ces  arcs ,  il 
faudra  ajouter  à  l'arc  géométrique  AR,  moitié  de  l'arc  AM,  ou 
en  retrancher,  une,  deux,  trois,  etc.  demi-circonférences.  Si  le 
nombre  de  demi-circonférences  qu'on  ajoute  algébriquement  à 
AR  est  impair,  on  est  conduit  au  point  R1  diamétralement  op- 
posé à  R  ;  s'il  est  pair,  on  revient  au  point  R.  On  voit  donc  que 
les  moitiés  des  arcs  terminés  en  un  point  M  d'une  circonférence 
se  terminent  en  deux  points  R  et  R,  diamétralement  opposés. 

Soit  AR'  la  moitié  de  l'arc  géométrique  AM'.  Les  moitiés  de 
tous  les  arcs  terminés  en  M'  ont  pour  extrémités  les  points  R' 
et  R't  diamétralement  opposés.  En  résumé,  les  arcs  moitiés  de 
tous  ceux  qui  admettent  le  cosinus  donné  se  terminent  en 
quatre  points  R,  R't,  R,,  II',  sommets  d'un  rectangle  inscrit 
dans  le  cercle  trigonométrique.  De  plus,  l'origine  A  étant  le 
milieu  de  l'arc  géométrique  RR',  le  diamètre  A'A  est  perpen- 


8t>  DIVISION    DES    ARCS 

diculaire  sur  le  milieu  de  la  corde  RR'  ;  de  là  résulte  évidem- 
ment la  symétrie  du  rectangle  par  rapport  à  l'axe  des  cosinus 
et  aussi  par  rapport  à  l'axe  des  sinus.  C'est  à  cause  de  cette 
symétrie  qu'il  y  a  seulement  deux  valeurs  de  somme  nulle  pour 
les  cosinus  et  aussi  pour  les  sinus,  et  par  suite  pour  les  tan- 
gentes des  arcs  terminés  aux  quatre  sommets  du  rectangle. 

2°  Les  résultats  trouvés  peuvent  aussi  s'expliquer  à  l'aide  des 
formules  établies  précédemment  (85).  Tous  les  arcs  admettant 
le  cosinus  donné  sont  compris  dans  l'une  des  formules 

a  =  2Att  -4-  a,  a  =  2&7i  —  a. 

x  désignant  un  arc  bien  déterminé  admettant  le  cosinus  donné. 
Les  moitiés  de  ces  arcs  peuvent  donc  être  représentées  par 
±a  =  kiz  -t-|a,  \a  =  k~ — ia. 

Considérons  les  arcs  compris  dans  la  première  formule  ;  si  k 

est  un  nombre  pair,  on  peut  supprimer  kiz,  et  les  lignes  trigo- 

nométriques  conservent  leurs  valeurs  et  leurs  signes,  de  sorte 

que 

cos|a  =  cos^a,         sin|a  =  sin|a,         tgia  =  tgia. 

Si  k  est  impair,  en  supprimant  kit  le  cosinus  et  le  sinus  chan- 
gent de  signe  mais  non  de  valeurs  absolues,  et  l'on  a  (101) 

cos|a  = — cos^a,       sin^-a  = — sin-^a,        tgia  =  tg|a. 

Si  nous  supposons  de  même  dans  la  seconde  formule  le  nom- 
bre entier  k  d'abord  pair,  puis  impair,  nous  obtenons  pour 
k  pair 

cosia  =  cosia,       sin|a  =  —  sin|a,       tg|a  = —  tgj-a, 
et  pour  k  impair 

cos|a  = — cos^a,       sin^a  =  sin-^a,       tgia  =  —  tg|a. 

En  résumé,  nous  trouvons  deux  valeurs  de  somme  nulle  pour 
chacune  des  lignes  trigonométriques  de  l'arc-Ja. 

121.  Remarque  I.  —  L'ambiguïté  cesserait  si  l'on  donnait 
non  seulement  cosa,  mais  l'arc  a  lui-même  ;  car  alors  l'arcia 
serait  bien  déterminé.  Il  suffirait  de  chercher  sur  quel  qua- 
drant cet  arc  se  termine  pour  connaître  les  signes  de  toutes 
ses  lignes  trigonométriques,  et  par  conséquent  pour  savoir 
quel  signe  on  doit  prendre  devant  les  radicaux  des  formules 
(11)  et  (12). 
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122.  tlcMARQUE  II.  —  Divisons  membre  à  membre  la  relation 
(£;  par  la  relation  fV«;  nous  obtenons 

cos2tO  —  sinHû 

cos  a  = 5~i ^T7~"  ! 

cos2|a  -+-  ?in2|a 

ou  bien,  en  divisant  haut  et  bas  par  cos2ia, 

1-tgHa 

(13  cos  a  = ^- 

1-t-tgHa 

Cette  formule,  qu'on  peut  encore  obtenir  en  partant  de  la 
formule  (12),  montre  que  cos  a  s'exprime  rationnellement  en 
fonction  de    tgla. 

123.  Connaissant  sin  a,  trouver  cos|a  et  sinia.  —  La  re- 
lation entre  les  inconnues  et  la  quantité  donnée  se  déduit  de  la 
formule  (8;  du  n°  114:  il  suffit  de  l'appliquera  l'arc i a,  ce  qui 
donne 

(y)  2  sin^a  cos|a  =  sin  a. 

Nous  avons  donc  à  résoudre  le  système 

(a)  cos2|a  -t-sin2|a  =  1  , 

(y)  2  sin|a  cosj-a  =  sin  a. 

On  pourrait  tirer  sin|a  de  la  seconde  et  substituer  dans  la 
première;  on  aurait  ainsi  une  équation  bicarrée  en  cosla.  Mais 
on  a  vu  en  algèbre  que  les  valeurs  des  racines  d'une  pareille 
équation  renferment  deux  radicaux  superposés;  dans  le  cas 
présent  on  peut,  il  est  vrai,  simplifier  ces  valeurs  en  rempla- 
çant par  deux  radicaux  simples  le  radical  double;  mais  ce 
dédoublement  exige  de  nouveaux  calculs;  on  les  évite  en  em- 
ployant la  méthode  suivante,  qui  conduit  directement  aux 
solutions  simplifiées.  Ajoutons,  puis  retranchons  membre  à 
membre  les  relations  (a)  et  <-f;  nous  avons 

(cosia  -+-  sin|a;2  =  1  -h  sin  a, 
(cos^a —  sin|a)2  =  1  —  sin  a  ; 
ce  système  équivaut  au   premier,    puisque  chacun  d'eux  se 
déduit  de  l'autre  par  addition  et  soustraction  ;  on  peut  l'écrire 


.    cos|a  -+-  sin|a  =  ±  \U  -+-  sin  a  , 

(8)  ^  ,  -,  .4-  n : — 

cos  la  —  sin  la  =  ±  \J  1  —  sin  a  . 
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Ajoutons,  puis  retranchons   membre  à   membre   ces  deux 
relations  ;  nous  aurons,  en  divisant  les  deux  membres  par  2, 

'i   cos|a  =  ±(±\H  H-  sin  a  db\/l —  sin  a), 
;   sin^a  =  |(±/l  -+-  sin  «  +  /1  —  sin  a). 


(14 


Ces  formules  résolvent  la  question  ;  dans  chacune  d'elles  les 
signes  sont  indépendants  l'un  de  l'autre,  de  sorte  que  nous 
trouvons  quatre  valeurs  pour  chacune  des  deux  inconnues 
cos|a  et  sinla.  Les  quatre  valeurs  de  cos|a  sont  deux  à  deux 
de  même  valeur  absolue  et  de  signes  différents:  il  en  est  de 
même  des  quatre  valeurs  de  sin}a,  qui  d'ailleurs  sont  les 
mômes  que  celles  de  cos-i-a.  11  faut  faire  attention  toutefois  que 
si  l'on  a  choisi  certains  signes  devant  les  radicaux  qui  entrent 
dans  la  valeur  de  cos  ja,  cela  revient  à  ûxer  les  signes  que  l'on 
prend  devant  les  seconds  membres  des  formules  (S),  et  il  en 
résulte  que  la  valeur  de  sin|a  est  bien  déterminée.  11  en  devait 
être  ainsi  :  car  la  relation  (y)  montre  qu'à  chaque  valeur  de 
l'une  des  deux  inconnues  correspond  une  seule  valeur  pour 
l'autre  inconnue. 

124.  Explication  des  quadruples  valeurs  trouvées.  —  Comme 
dans  le  cas  on  le  cosinus  était  donné,  nous  présenterons  cette 

explication  :  1°  en  nous 
servant  d'une  figure  ;  2°  à 
l'aide  de  formules. 

1°  Proposons- nous  de 
trouver  les  extrémités  de 
tous  les  arcs  moitiés  de  tous 
ceux  qui  admettent  le  sinus 
donné.  Soit  A  l'origine  com- 
mune de  tous  les  arcs  que 
nous  considérons  ^fig.  41), 
et  soit  Om  le  segment  de 
l'axe  des  sinus  qui  a  pour 
mesure  le  sinus  donné;  par 
son  extrémité  m,  traçons  la 
parallèle  M'M  à  l'axe  des  cosinus;  elle  rencontre  le  cercle  trigo- 


Fig.  41 
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nométrique  en  deux  points  M  et  M';  tous  les  arcs  ayant  pour 
origine  A  et  pour  extrémité  soit  M,  soit  M',  et  ceux-là  seule- 
ment, admettent  le  sinus  donné.  Si  R  est  le  milieu  de  l'arc  géo- 
métrique AM,  nous  savons  (120)  que  les  moitiés  de  tous  les  arcs 
terminés  en  M  se  terminent  aux  deux  points  R,  R,  diamétrale- 
ment opposés. 

Pour  avoir  la  moitié  de  l'arc  géométrique  AM',  remarquons 
qu'il  vaut  une  demi-circonférence  moins  l'arc  géométrique  AM  ; 
sa  moitié  vaut  donc  un  quadrant  moins  l'arc  AR.  Prenons  à 
partir  de  B  (*)  l'arc  BU' égal  à  AR,  nous  aurons  en  R'  Lextré- 
mité  de  la  moitié  de  l'arc  AM'.  Tous  les  arcs  qui  se  terminent 
en  M' ont  leurs  moitiés  terminées  soit  en  R',  soit  au  point  diamé- 
tralement opposé  R'r 

Les  arcs  \a  se  terminent  donc  aux  quatre  points  R,  R',  R,, 
R'j,  qui  sont  encore  les  sommets  d'un  rectangle  ;  mais  ce  rec- 
tangle n'est  pas  symétrique  par  rapport  aux  axes  des  cosinus 
et  des  sinus.  Les  formules  doivent  donner  les  cosinus  et  les 
sinus  de  tous  ces  arcs;  c'est  pourquoi  nous  avons  trouvé  pour 
cos|a  quatre  valeurs  distinctes,  et  aussi  quatre  valeurs  pour 
sin|a.  Les  valeurs  de  cos|a  sont  les  mesures  des  segments 
Ôr,  Ôrv  07,  ÔrV 

Il  est  évident  que  la  somme  des  deux  premiers  est  nulle  et 
aussi  la  somme  des  deux  derniers. 

On  peut  faire  les  mêmes  observations  sur  les  segments 

dont  les  mesures  sont  les  valeurs  des  sinus  des  arcs  \a. 

EnGn,  si  nous  remarquons  que  l'égalité  des  arcs  AR  et  BR' 
entraîne  celle  des  angles  AOR  et  BOR',  et  par  suite  celle  des 
angles  AOR  et  ORV,  nous  en  conclurons  l'égalité  des  triangles 
rectangles  OrR,  Or'R',  qui  ont  l'hypoténuse  égale  et  un  angle 
aigu  égal  ;  il  en  résulte 

Or  ==  r'R'        et        rR  =  Or'. 


(*)  Sur  la  Ggure  41,  le  segment  Om  est  positif:  nous  engageons  le  lecteur  à  cons- 
truire une  ûgure  sur  laquelle  ce  segment  soit  négatif.  Les  explications  qui  précèdent 
subsistent  ;  seulement  c'est  à  partir  du  point  B'  qu'il  faut  prendre  l'arc  égal  à  AR,  afin 
de  le  retrancher  de  l'arc  géométrique  AB'  égal  à  un  quadrant.  On  aura  ainsi  la  moitié 
de  l'arc  géométrique  A  M' 
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j_.es  égalités  qu'on  vient  de  lire  montrent  que  les  quatre  seg- 
ments qui  ont  cos|a  pour  mesure  sont  respectivement  égaux 
aux  quatre  segments  mesurés  par  sinja. 

2°  Cherchons  les  formules  qui  renferment  tous  les  arcs  \a. 
Les  arcs  a  admettant  le  sinus  donné  sont  tous  compris  dans  les 
formules  (86) 

a  =  2/ctt  -+-  a, 

a  =  2A-nr  4-tt  —  a, 
a  désignant  un  arc  bien  déterminé  admettant  le  sinus  donné. 
Leurs  moitiés  appartiennent  aux  formules 

\a  =  kn-\-i<x, 
\a  =  kit  -+-  -i-ir  —  -i-a. 
Considérons  les  arcs  de  la  première  formule;  si  k  est  un 
nombre  pair,  on  peut  retrancher  loi  et  écrire 

cos|a  =  cos|a,  sin|a  =  sin|a. 

Si  k  est  impair,  la  suppression  de  k-K  fait  changer  le  signe  du 
cosinus  et  le  signe  du  sinus  ;  on  a  donc 

cosia  =  —  cos-^-a,  sin-^a  =  —  sin^a. 

Si  l'on  considère  les  arcs  compris  dans  la  deuxième  formule, 
ils  donnent,  en  supposant  k  pair, 

cosla  =  cos  (i-rc  —  -g- a)  =  sin|a, 
sin|a  =  sin  (|ir  — -±-a)  =  cos|a; 
et  si  k  est  impair, 

cos|a  =  —  cos  (-5-TT  — i<x)  =  —  singée, 
sinia  =  — sin  (-i-.it  —  -£-«)  =  —  cos|a. 

On  trouve  donc  pour  cos  y  a  les  quatre  valeurs 

cos|a,         — cos-|-a,         sin-g-a,         — sin|a 

et  les  quatre  mêmes  valeurs  pour  sin|a. 

125.  Remarque  I.  —  Toute  incertitude  disparaîtrait  si  Ton 
donnait  avec  sin  a  l'arc  a  lui-môme  :  car  alors-ga  étant  un  arc 
bien  déterminé,  toutes  les  lignes  trigonométriques  de  cet  arc 
le  seraient  aussi.  Sachant  sur  quel  demi-quadrant  se  termine 
l'arc  |  a,  on  en  déduit  quels  signes  on  doit  prendre  dans 
les  formules  (8)  qui  donnent  les  valeurs  de  cos  J  a  -f-  sin  |  a 
et  cos  i  a  —  sin  \  a.  On  peut  encore  trouver  ces  signes  de 
la  manière  suivante.  Rappelons-nous  (100)  que 
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~  .     il         fâ 

cos  -  =  sin  -  =  —  ; 
4  4        2 

nous  pourrons  écrire 

a        .a       ,-  /  .    ir        a  ir   .    a\         ._        /«      a\ 

cos-H-sin -=V2    sin  -cos  --t-cos  -sin  -    =  \J<±  sin    -  -h  -  Jî 
2  2  \       4        2  4       2j  V4      2y 

cos-— sin5  =  /2^cos-cos-— sin-sin-J  =  v/2cos^-H--j- 

it  a 

Si  donc  on  ajoute  -  à  1  arc  connu  - 1  on  obtient  un  arc  dont  le 
4  2 

a  a 

sinus  a  même  signe  que  cos  -  -h sin  -  etdontlecosinusamême 

a        .    a 
signe  que  cos  -  —  sin  -•  Toute  ambiguïté  ayant  disparu  dans 

les  formules  (8),  on  aura  sans  aucune  incertitude  la  valeur  de 

cos  -  et  celle  de  sin  —  • 

2  2 

Exemple. —  Soit  à -trouver  cos  —  et  sin  —  sachant  que 

12  1^2 

sin   -—  =  —•  Ajoutons  un  demi-quadrant,  c'est-à-dire  —  •    à 

5-rc  5ir       3it        2n 

l  arc  —  ;  nous  trouvons  —  +  —  =—,  arc  terminé  sur  le  se- 
cond quadrant;  le  sinus  de  cet  arc  est  positif  et  le  cosinus 
négatif.  Il  faut  donc  écrire 

COSÏ2-hSmÏ2="-i-V1  +  2=-+-V/9' 


cos 
11  en  résulte 


5*        .    5*  /        1  /i 

Ô7Ï       1  A  /3      A  /ï\ 

cosï2=i(y?-  V2J' 

Sin.îi=§(v/1H"V/I)' 

126.  Remarque  II.  —  Divisons  membre  à  membre  la  for- 
mule (y)  par  la  formule  (a),  nous  aurons 

2  sin|a  cos-±-a 

sin  a  = * —  ; 

cosHa  -+-  sin2|a 
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ou  bien,  en  divisant  haut  et  bas  par  cosHOi 

15)  sina=         °32i    ■ 

1  -+-  tg2|a 

Cette  formule  montre  que  sin  a  comme  cos  a  (122)  s'exprime 

rationnellement  en  fonction  de  tg|a. 

127.  Connaissant  sin  a,  trouver  tg|a. — On  pourrait,  pour 
trouver  tg|a,  diviser  chacune  des  quatre  valeurs  de  sin|a  par 
la  valeur  correspondante  de  cos  \a  ;  on  verrait  sans  difficulté 
quetg|a  admet  seulement  deux  valeurs,  et  qu'elles  sont  in- 
verses l'une  de  l'autre.  Mais  ces  valeurs  ne  seraient  pas  sous 
une  forme  simple  ;  car  elles  contiendraient  des  radicaux  en 
dénominateur. 

Il  est  préférable  de  se  servir  de  la  formule  (15)  qui  vient 
d'être  établie.  Chassons  le  dénominateur,  et  ordonnons  par 
rapport  à  l'inconnue  tg-^a  ;  nous  avons 

sin  a  tg2^a  —  2  tgia  -+-  sin  a  =  0. 

Cette  équation  du  second  degré  donne 

1  ±  V  1  —  sin2  a 

tg|a  = ?-. 

sin  a 

Les  deux  racines  sont  réelles  et  distinctes  pourvu  que  sin  a 

soit  compris  entre  —  1  et  -+- 1  ;   la  nécessité  de  cette  condition 

était  évidente  ;  le  produit  des  racines  est  — —  ou    -+-  1,  c'est- 

sin  a 

à-dire  qu'elles  sont  inverses  l'une  de  l'autre  ;  et  comme  leur 

2 
somme  est  — — »    elles   ont    toutes  deux    le  signe   du    sinus 
sin  a 

donné.  Si  sina  =  ±l,  les  deux  racines  deviennent  égales  à  ±1, 

c'est-à-dire  au  sinus  donné.  Si    sin  a  =  0,    l'une  des  racines 

est  nulle,  l'autre  infinie. 

128.  Explication  des  résultats  précédents.  —  Ces  résultats 
pouvaient  être  prévus. 

1°  Reportons-nous  à  la  ligure  41  ;  nous  avons  vu  que  les 
arcs  \a  se  terminent  aux  quatre  points  R,  R',  R,,  R't  ;  mais  ces 
points  sont  deux  à  deux  diamétralement  opposés  ;  on  ne  doit 
donc  trouver  que  deux  valeurs  pour  tg|a  (87). 
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Ces  valeurs  sont  inverses  l'une  de  l'autre  parce  que  îes  aies 
AR  et  Alt'  étant  complémentaires  (124),  on  a 

t?AR<=.g(!-AR)=cotgAR  =  îiir 

Elles  ont  le  signe  de  sin  a  :  car  si  le  sinus  donné  est  positif, 
les  quatre  points  R,  R',  R,,  R',  sont  placés  sur  le  premier  qua- 
drant et  sur  le  troisième;  les  valeurs  de  tgla  sont  donc  positi- 
ves. Si  le  sinus  donné  était  négatif,  les  extrémités  des  arcs  ±a 
seraient  sur  le  deuxième  quadrant  et  sur  le  quatrième,  et  les 
valeurs  de  tg-\a  seraient  négatives. 

Si  l'on  donne  sin  a  =  1,  les  points  M  et  M'  se  confondent  en 

B,  les  points  R  et  R'  se  confondent  sur  le  milieu  de  1  arc  —  et 

1  2 

tg|a  n'a  plus  qu'une  seule  valeur,  égale  à  1.  Si  l'on  donne 
sin  a  =  —  i ,  les  points  M  et  M'  se  confondent  en  B'  ;  le  milieu  R 
de  l'arc  géométrique  AM  est  le  milieu  du  quatrième  quadrant. 

L  arc  ir  —  AM,  égal  ici  à  tt  h —  ou  3  —  '  a  pour  moitié  3  —  ■  cet 

arc  se  termine  au  milieu  du  deuxième  quadrant;  tgia  n'a  plus 
qu'une  seule  valeur,  qui  est  —  1. 

Enfin,  si  l'on  donne  sin  a  =  0,  les  points  M  et  M'  viennent  en 
A  et  A'  ;  R  vient  aussi  en  A,  et  R'  en  B.  L'une  des  valeurs  de 
tg|a  est  nulle  et  l'autre  infinie. 

2°  Au  lieu  de  considérer  la  figure,  reportons-nous  aux  formu- 
les qui  donnent  tous  les  arcs  ia\  on  a  vu  (124,  2°)  que  ces  for- 
mules sont 

a  a 

2==A'7I  +  2' 
a  -         a 

2  ""  '"+  2  ~~  2* 

On  peut  supprimer  krz  sans  altérer  la  tangente.  On  a  donc 
pour  tg  —  deux  valeurs  qui  sont  les  tangentes  des  arcs  com- 

■x  tt         a 

plementaires  -  et  —  —  —  •  ces  valeurs  sont  inverses  l'une  de 
l'autre. 
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Si  l'on  donne  sin  a  =  +  t}  il  en  résulte 

-  2  '  2        4"'  2       2        4 

Les  deux  valeurs  de  tg  -  sont  égales  à-t-  1. 
Si  Ton  donne  sin  a  = —  1,  il  en  résulte 

_~2'  2— ~ 4'  2~  2  —  T" 

Les  deux  valeurs  de  tg  —  sont  égales  à  —  1. 

Enfin  pour  sin  a  =  0,  on  a 

a  tc         a  tt 

a  =  °'  2=°'  2-¥=2- 

L'une  des  valeurs  de  tg  -  est  nulle  et  l'autre  infime. 

9 

129.  Connaissant  tg  a,  trouver  tg|a.  —  La  relation  qui 
existe  entre  l'inconnue  tg-^-a  et  le  nombre  donné  tga  s'obtient 
en  appliquant  à  l'arc  \a  la  formule  (9)  du  n°  114;  elle  devient 

2  teia 


t. s-  a  = 


1— tg8i« 


ou  bien,  en  chassant  le  dénominateur  et  ordonnant, 

tg  a  tg2-£a-f-2  tgia  —  tg  a  =  0. 
Cette  équation  du  second  degré  admet  pour  toute  valeur  de  tg  a 
deux  racines  réelles,  distinctes,  de  produit  —  1.  Elles  sont  don- 
nées par  la  formule 

—  1  ±  v/1  +  tg2  a 

tg|a  = 2 

tga 

Si  la  tangente  donnée  est  nulle,  l'une  de  ces  racines  est  nulle 
et  l'autre  infinie. 

130.  Explication  de  la  double  valeur  trouvée.  —  1°  Soit 
AT  (fig.  42)  le  segment  dont  la  mesure  est  la  tangente  donnée; 
tous  les  arcs  admettant  cette  tangente  et  ayant  A  pour  origine 
sont  terminés  (87)  aux  deux  points  diamétralement  opposés 
M  et  M'.  Soit  AR  la  moitié  de  l'arc  géométrique  AM  ;  les  moitiés 
des  arcs  terminés  en  M  ont  leurs  extrémités  aux  points  diamé- 
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tralement  opposés  R  et  R,.  Pour  avoir  la  moitié  de  l'arc  ABM' 

égal  à  AM  -f-  ic,  il  faut  ajouter  —  à  l'arc  AR,  ce  qui  nous  conduit 

en  un  point  R';  les  moitiés  des  arcs  terminés  en  M'  ont  leurs 

extrémités  aux  points  diamé- 
tralement opposés  R'  et  R',  ; 
en  résumé,  les  arcs  \a  se  termi- 
nent en  quatre  points  R,  R',  Rn 
R',,  sommets  d'un  carré  inscrit 
dans  le  cercle  trigonométri- 
que.  C'est  un  carré,  puisque 
l'arc  RR'  valant  un  quadrant, 
les  diagonales  sont  rectangu- 
laires. 

Nous  devons  trouver  les 
tangentes  de  tous  ces  arcs  ; 
or,  les  sommets  du  carré  sont 
deux  à  deux  diamétralement 
opposés  :  c'est  pourquoi  nous 
trouvons  deux  tangentes  seu- 
lement; ce  sont  les  mesures  des  segments  AS  et  AS'. 

Ces  segments  sont  de  signes  différents  :  carOA,  hauteur  du 
triangle  rectangle  SOS',  tombe  nécessairement  sur  l'hypoténuse 
eiitre  les  sommets  S  et  S' ;  en  outre,  on  a  entre  les  valeurs  abso- 
lues des  portions  de  l'hypoténuse  AS  et  AS',  la  relation 

AS  _  OA 
ÔÂ  ~~  AS7' 
ou,  en  prenant  le  rayon  pour  unité  de  longueur, 

mes.  de  AS  _  1 

1  ~  mes.  de  AS' 

c'est-à-dire  que  les  valeurs  absolues  des  tangentes  sont  inverses 
l'une  de  l'autre. 

2°  Tous  les  arcs  admettant  la  tangente  donnée  sont  compris 
dans  la  formule 

a  =  k~  -)-  7. . 
a  désignant  un  arc  bien  déterminé,  par  exemple  le  plus  petit 


R>— 

/ 

/   \ 

*""--//\R- 

S 

,'   ,-' 

-'AO 

A 

MV^ 

"K '    . 

S' 

Fig.  42 
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arc  positif  ayant  cette  tangente.  Les  moitiés  de  tous  ces  arcs 

sont  représentées  par 

a         ,    it        a 
—  =  k  — i 

2  2       2 

Si  k  est  pair,  on  peut  retrancher  k  -  y  et  écrire 

a  a 

Si  A'  est  impair,  et  égal  à  2  k!  -+■  1,  on  peut  retrancher  &'  -» 
et  l'on  trouve  (101) 

tff  —  =  tar  (  —  +  -  1  =  —  cotg  - 


2         °  \2        2  7  D2~      t^a 

131.  Remarque  I.  —  L'ambiguïté  disparaît  quand  on  donne, 
outre  tga,  l'arc  a  lui-même  ;  on  sait  alors  sur  quel  quadrant 
se  termine  Tarera  ;  on  en  déduit  le  signe  de  la  tangente  de  cet 
arc  et,  par  suite,  laquelle  des  deux  racines  de  l'équation  du 
second  degré  on  doit  choisir. 

132.  Remarque  II.  —  La  formule 

2  tec-U 


tff  a  = 


1  -  tgHa 

dont  nous  nous  sommes  servis,  montre  que  la  tangente  d'un 
arc  a  s'exprime  rationnellement  en  fonction  de  tg|a.  Nous  avons 
fait  la  même  observation  pour  cos  a  (122),  et  pour  sin  a  (126). 
Comme  il  est  d'ailleurs  évident  que  les  inverses  de  ces  trois 
lignes  ont  la  même  propriété,  nous  pouvons  énoncer  la  propo- 
sition suivante  : 

Toutes  les  lignes  trigonométriqnes  d'un  arc  s'expriment  ration- 
nellement en  fonction  de  la  tangente  de  l'arc  moitié. 

On  pouvait  prévoir  celte  propriété  :  car  si  l'arc  la  a  une  tan- 
gente déterminée,  il  appartient  à  la  formule 

-i-a  =  kiz-\-\v.  ; 
l'arc  a  est  donc  compris  dans  la  formule 

a  =  2  kn  4-  a, 
et  toutes  ses  lignes  trigonométriqnes  sont  bien  déterminées 
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133.  Connaissant  tg  a,  trouver  cos|a  et  sin-^a.  —  A  chaque 
valeur  de  tgla  correspondent  deux  valeurs  de  somme  nulle 
pour  cos|a  cl  deux  valeurs  de  somme  nulle  pour  sin|a.  Ces 
valeurs  sont  données  par  les  formules  (7)  et  (8)  du  n°  94.  On  a 
donc  quatre  valeurs  pour  chacune  des  inconnues-coslaet  sin|a. 
Il  n'est  pas  utile  de  les  écrire  ici. 

La  figure  42  permettait  de  prévoir  ces  résultats.  Le  carré 
RR'RjH'!  n'est  pas,  en  général,  symétrique  par  rapport  aux 
axes  ;  il  y  a  donc,  en  général,  quatre  valeurs  distinctes  pour 
les  cosinus  et  pour  les  sinus  des  arcs  \a  qui  se  terminent  aux 
sommets  de  ce  carré. 

Ces  valeurs,  qu'on  peut  aussi  obtenir  à  l'aide  des  formules 
qui  renferment  tous  les  arcs  |a,  sont  pour  cos-^a  : 

a  /tt  a  \  /  a  \  /  3tî         a 

cos -,      cos  ^ -  +  - j,      cos  (jr  +  -  j      et    cos  \-j-  +  - 

ou,  en  tenant  compte  des  relations  (12)  et  (14)  du  n°  101, 
cos|a5  — sin-î-a,  —  cos|a  et  sin-j*. 

On  voit  de  môme  que  sin^a  a  les  quatre  valeurs 
sin^a,  cos^a,  — sinia,  et  — cos|a. 

On  peut  remarquer  que  ces  valeurs  sont  les  mêmes  que 

celles  de  cos|a. 

a 
Problème  I.  —  Connaissant  tg  a,  trouver  tg  —  • 

4 
La  question  de  la  division  d'un  arc  en   deux  parties  égales,  telle  que  nous 

l'avions  énoncée  au  n°  118,  est  entièrement  résolue.  Proposons-nous  comme  pre- 

a 
mier  exercice  de  trouver  tg  —  connaissant  tg  a. 

4 

Commençons  par  calculer  tg  ka  en  fonction  de  tg  a.  La  formule  (9)  du  n°  114 
donne 

4  tga 

2  tg  2  a  1  —  tg*  a 

te  4  a  =  tg  2  (2  a)  = - = — 

s  h     K     '       l  -tg*2  a       ,  4tg*a      ' 

1  —  • 


;i  —  (g*  a* 
ou  bien 

k  tg  a  (1  —  tg*  a;  4  tg  a  —  4  tg3  a 

tg  4  a  = 


,i  —  tg*  a)*  —  4  tg*  a       1  —  6  tg*  a-f-lg4a 


a 

Appliquons  cette  formule  à  l'arc  —  ;  nous  aurons 


tg  a  = 


a       ,  ,     a 

J 4    tg3    _ 

'4  P     4 


—  6  tg»  -  +  tg< 


DBSSBNOH      —     TRIGOX. 
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Posons 

a 
ig  c  =  m  et  tg  -  =  x  ; 

la  relation  s'écrira 

4a;  —  4a;3 


m  = 


1  -6a;1 -f- a;1 
ou  bien 

wa;»  +  ix*  —  èmx'-  —  4a;  4-  ro  =  0. 

Pour  trouver  x,  on  doit  résoudre  une  équation  du  quatrième  degré,  réciproque 
du  second  genre,  c'est-a-dire  que  les  racines  peuvent  être  groupées  deux  à  deux 
de  sorte  que  le  produit  des  racines  contenues  dans  chacun  des  deux  groupes 
soit  —  1.  Nous  appliquons  pour  les.  trouver  la  méthode  indiquée  en  algèbre  ; 
l'équation  peut  s'écrire 


Posons 


m(xî-^)+4(x-îr)-6m  =  0- 
i  i 

x  —  -  =  y,  d'où  x*  -f  —  =  y'  -f  2. 

x  Xi 


L'équation  devient 

my*  -j-  4y  —  4m  =  0. 

Or  cette  équation  admet  deux  racines  réelles  pour  toute  valeur  de  m.  Chacune 
d'elles  étant  portée  dans  l'équation 
1 
x =  y  ou  x1  —  yx  —  1  =  0, 

donne  une  équation  du  second  degré  qni  admet  deux  racines  réelles  de    produit 
égal  à  —  1.  Ainsi,   quelle  que  soit  la   valeur  donnée  pour  tg  a,   on  trouve  pour 

a 
tg  —quatre  valeurs  réelles. 
4 

a 

On  aurait  pu  le  prévoir  :  les  arcs  —  >  quarts  de  tous  les  arcs  admettant  la  lan- 

4 
gente  donnée,  se  terminent  sur  le  cercle  trigonométrique  eu  huit  points,  sommets 
d'un  octogone  régulier  inscrit  ;  ces  huit  points  sont  deux  à  deux  diamétralement 
opposés  :   c'est  pourquoi  on  trouve  seulement   quatre   valeurs   distinctes   pour 
.     o 

tg  — •  Les  particularités  que  présentent  les  racines   s'expliquent  d'ailleurs  aisé- 
4 
meut,  soit  sur  la  figure,  soit  à  l'aide  des  formules  connues. 

Problème  II.  —  Connaissant  cos  a,  calculer  cos  —  • 

Si  dans  la  formule 

cos  3a  =  4  cos»  a  —  3  cos  a, 

établie  au  n°  116,  nous  remplaçons  a  par  -  >  elle  devient 

a  a 

cos  a  =  4  cos3 3  cos  —  > 


ou  bien 


a  a 

4  cos3 3  cos cos  a  =  0. 


Nous  n'avons  pas  à  résoudre  cette  équation  du  troisième  degré  ;  mais  nous  pou- 
vons établir  qu'elle  admet  trois  racines  réelles  de  somme  nulle. 
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Soit  Om  (fig.  43)  le  segment  dont  cos  a  est  la  mesure  ;  tous  ks  arcs  admettant 
se  cosinus  sont  terminés  aux  deux  points  M  et  M'  symétriques  par  rapport  au 

diamètre  A'A  qui  passe  par 
"Ri  leur  origine  commune.  L'é- 

JW  quation  précédente  doit  faire 

connaître  les  cosinus  des 
tiers  de  tous  ces  arc3.  Or, 
les  tiers  de  tous  les  arcs 
terminés  en  M  s'obtiennent 
en  ajoutant  a  AR,  tiers  de 
l'arc  géométrique  AM,  ou 
bien  en  en  retranchant  un 
nombre  entier  quelconque 
de  tiers  de  circonférence. 
On  arrive  ainsi  aux  points 
Rj  R,,  R»,  sommets  d'un 
triangle  équilatéral  inscrit 
dans  le  cercle  trigonométri- 
que.  Les  tiers  des  arcs  termi- 
nésen  M'ont pourexlrémités 
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les  sommets  R',  R',,  R',  d'un  nouveau  triangle  équilatéral  symétrique  du  premier 

a .      .   .  , 

par  rapport  à  AA'.  11  y  a  donc  six  extrémités  pour  les  arcs  -  >  mais  a  cause  de 

la  symétrie  indiquée,  il  n'y  a  que  trois  cosinus,   qui  sont  les  mesures  des   seg- 
ments Or,  Or, .  Or, .  projections  des  î  ayons  OR,  OR,  et  OR*. 

La  somme  de  ces  trois  cosinus  est  nulle  ;  en  effet,  prolongeons  l'un  quelconque 
des  trois  rayons,  OR|  par  exemple,  jusqu'au  poinl  P,  diamétralement  opposé  à  R, , 
puis  tirons  RF  et  R,P  ;  nous  formerons  un  losange  ORPR,.  La  projection  du 
rayon  Ô~R^  peut  être  remplacée  par  la  projection  du  segment  RI',  qui  est  égal  et 
parallèle  a  ce  rayon.  On  peut  donc  écrire 

Pr.  ÔR-f-  Pr.  ÔR7=Pr.  ÔR  +  Pr.  RP  =  Pr.  ÔT  =  —  Pr.  OR,, 
ou  bien 

07+ b~rl  =  —  b~Fx, 

ce  qui  démontre  la  propriété. 
Tons  ces  résultats  s'étabUssent  aisément  a  l'aide  des  formules  connues. 

Enfin  la  recherche  de  sin  —  en  fonction  de  sin  a  donne  lieu  à  des  observations 

tout  à  fait  analogues. 
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EXERCICES    SUR    LE    CHAPITRE    IV 


1 .  Démonlrer  les  relations 

sin  a  sin  (b  —  c)  -f-  sin  b  sin  (c  —  a)  +  sin  c  sin  (a  —  b)  =  0, 
cos  a  sin  (6  —  c)  +  cos  b  sin  (c  —  a)  -{-  cos  c  sin  (a  —  &)  =  0, 
sin  (a  +  b)  sin  (a  —  fc)  =  sin2  a  —  sin2  b, 
cos  (a  +  b)  cos  (a  —  b)  =  cos2  a  -f-  cos8  &  —  1. 

2.  Exprimer  en  fonction  de  cos  2a  la  quantité 

cos  3a  cos3  a  +  sin  3a  sin3  a. 

3     Exprimer  en  fonction  de  sin  2a  la  quantité 

l_tg2(*-a 


l+tj 

4.  Exprimer  en  fonction  de  tg  2a  la  quantité 

*(ï+*) -*&—)• 

5.  Démontrer  la  formule 

tga     tgfc     tgô      tgc     tgc     tga 8  sin  (a  —  b)  shi(b  —  c)sin(c  —  a) 

tg&      tga      tgc      tgb      tga      tgc-  sin  2a  sin  2b  sin  2c 

6.  Démontrer  la  formule 

tg(a-  &) +  tg  (6 -e)  +  tg  (c-a)  =  tg  (a  -  6)  tg  (6  -  c)  tg(c-a). 

7.  Démontrer  que  l'expression 

cos2  (a  —  b)  +  cos2  &  —  2  cos  a  cos  &  cos  (a  —  6) 
conserve  la  même  valeur,  quel  que  soit  l'arc  b. 

8.  Démontrer  la  relation 

cos2  (a— &,  -j-cos8  (b— c)+cos2(c  —a)— 2  cos  [a  —  b)  cos  (b  — c)  cos  (c— a)  =  1 . 

9.  En  appelant  a,  {3,  y  les  angles  que  font  entre  elles  trois  direc- 
t'ons  données  arbitrairement  dans  un  plan,  démontrer  qu'il  existe 
entre  leurs  cosinus  la  relation 

cos2  a  +  cos2  p  -J-  cos8  y  —  2  cos  a  cos  p  cos  y  =  1. 
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10.  Inversement,  admettant  cette  relation,  écrire  toutes  les  rela- 
tions qui  peuvent  exister  entre  les  angles  a,  p,  y. 

11.  Quelles  relations  peuvent  exister  entre   trois  arcs  quand  il 
existe  entre  leurs  cosinus  la  relation 

cos2  «  -f-  cos2  p  +  cos8  y  +  2  cos  a  cos  p  cos  y  =  1  ? 

12.  Quel  est  le  plus  petit  arc  positif  égal  aux  sommes  algébriques 
suivantes  : 

•     3_i_  ■    4 

arc  sin  -  +  arc  sin  -> 

0  o 

r-  */3 

arc  tg/3  +  arc  tglj-, 

1  1 

arc  tg  -  +  2  arc  tg  -  » 

1111 
arc  tg  -  +  arc  ig  -  +  arc  tg  -  +  arc  tg  -» 

o  O  /  o 

i  1 

4  arc  tg  -  —  arc  tg  —  - 

dans  lesquelles  les  divers  arcs  indiqués  sont  supposés  être  les  plus 
petits  arcs  positifs  admettant  le  sinus  ou  la  tangente  donnée  ? 


13.  Calculer 


°  3  ^    p  12 


14.   Démontrer  la  formule 


6  V*       2/  V  1  —  sin  a 


15.  Deux  arcs  8  et  u  étant  liés  par  la  relation 

(i  +  e  cos  8)  (1  —  e  cos  m)  =  1  —  e2, 
prouver  que  l'on  a  aussi 

D   2  ~  1  -  e   8    2 

16.  Sachant  que  tga  et  tg  b  sont  les  deux  racines  de  l'équation 

x2  -\-  px  -\-  q  =  0, 
calculer  en  fonction  de  p  et  j  la  valeur  de  l'expression 

sin2  (a  -f  b)-\-  p  sin  (a  +  b)  cos  (a  -f  b)  -+-  q  cos2  (a  -f  &)• 
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17.  Sachant  que  l'angle  2«  est  donné  par  la  fori.iule 

2B 
tg2«  =  — -, 

on  demande  de  calculer  en  fonction  de  A,  B,  G  les  valeurs  suivantes: 
A'  =  A  cos2  a  +  2B  cos  a  sin  a  +  C  sin2  a, 
C  =  A  sin2  a  —  2B  cos  a  sin  a  +  G  cos2  a. 
On.  indiquera  les  signes  qu'il  convient  de  prendre  devant  les  radi- 
caux des  valeurs  trouvées  quand  on  aura  fait  un  choix  pour  «. 

18.  Démontrer  que  si  l'on  a 

tg  (a  —  b)       sin9  c 
tga  sin2  a 

on  a  aussi 

tg2  c  —  tg  a  tg  b. 

19.  Étant  donnée  l'équation 

x3  sin  2  a  —  2  (cos  a  +  sin  a)  x  +  2  =  0, 
former  l'équation  du  second  degré  dont  les  racines  sont  les  carrés 
des  racines  de  la  proposée,  et  résoudre  l'équation  obtenue. 

20.  Calculer  tg  3a  connaissant  sin  ta. 

21.  Montrer  soit  sur  une  figure,  soit  à  l'aide  des  formules,  qu'étant 
donné  cos  a  on  doit  trouver  une  seule  valtur  pour  cos  na  et  deux 
valeurs  opposées  pour  sin  va  quel  que  soit  le  nombre  ertier  n. 

22.  Montrer  soit  sur  une  figure,  soit  à  l'aide  des  formules, 
qu'étant  donné  sin  a  on  doit  trouver,  quel  que  soit  l'entier  n,  une 
seule  valeur  pour  sin(2«-M)a  et  deux  valeurs  opposées  pour 
sin  2na. 

23.  Si  l'on  applique  à  l'arc  -^  —  a  (au  lieu  de  a)  l'une  des  rela- 
tions 

sin  3a  =  3  sin  a —  4  sin3  a, 
cos  3a  :=  —  3  cos  a  -+-  4  cos3  a, 
on   obtient  l'autre    relation. 


CHAPITRE    V 


FORMULES    DE    TRANSFORMATIONS 


§  1.  Transformations  sans  angle  auxiliaire.  —  §2.  Transformations  à  l'aide  d'angles 
auxiliaires.  —  §  3.  Résolution  par  logarithmes  d«  l'équation  du  second  degré. 


§  1.  Transformations  sans  angle  auxiliaire. 

134.  Objet  du  problème  a  résoudre.  —  Il  est  souvent  utile  de 
remplacer  la  somme  algébrique  de  deux  lignes  trigonométri- 
ques  de  même  espèce  par  un  produit  ;  c'est  la  transformation 
qu'on  doit  effectuer  quand  on  veut  remplacer  l'expression  pro- 
posée par  une  autre  calculable  par  logarithmes.  La  transforma- 
tion inverse,  celle  d'un  produit  en  somme  algébrique,  peut 
aussi  être  utile,  principalement  dans  les  questions  de  maximum 
ou  de  minimum.  Nous  nous  proposons  de  trouver  les  formules 
qui  permettent  d'effectuer  ces  transformations. 

135.  Transformation  du  produit  de  deux  cosinus,  ou  de 
deux  sinus,  ou  d'un  cosinus  par  un  sinus  en  somme  algébri- 
que de  deux  cosinus  ou  de  deux  sinus. —  [{éprenons  les  quatre 
premières  formules  du  chapitre  précédent  : 

cos  (a  -+-  b)  =  cos  a  cos  b  —  sin  a  sin  b, 
cos  (a  —  b)  =  cos  a  cos  b  -+-  sin  a  sin  b . 
sin  (a  -+-  b)  =  sin  a  cos  b  -+-  cos  a  sin  b , 
sin  (a  —  b)  =  sin  a  cos  b  —  cos  a  sin  b  . 
Ajoutons,  puis  retranchons  membre  à  membre  les  deux  pre- 
mières, puis  les  deux  dernières  ;  nous  obtenons 
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( \  )  cos  (a  -+-  b)  -+-  cos  (a  —  b)  =  2  cos  a  cos  b , 

(2)  cos  (a  —  b)  —  cos  (a  -+-  b)  =  2  sin  a  sin  b, 

(3)  sin  (a  4-  A)  -h  sin  (a  —  6)  =  2  sin  a  cos  6 , 

(4)  sin  (a  -h  b)  —  sin  (a  —  b)  =  2  cos  a  sin  6. 

Pour  appliquer  ces  formules  on  supposera  que  dans  chacune 
d'elles  les  deux  membres  sont  intervertis.  On  peut  les  traduire 
en  langage  ordinaire  de  la  manière  suivante  : 

Le  double  produit  de  deux  cosinus  est  une  somme  de  cosinus  : 
c'est  le  cosinus  de  la  somme  plus  le  cosinus  de  la  différence  des 
deux  arcs  donnés  (*). 

Le  double  produit  de  deux  sinus  est  une  différence  de  cosinus  : 
c'est  le  cosinus  de  la  différence  (*)  moins  le  cosinus  de  la  somme 
des  deux  arcs  donnés. 

Le  double  produit  du  sinus  d'un  arc  a.  par  le  cosinus  d'un  arc  b 
est  la  somme  de  deux  sinus  :  c'est  le  sinus  de  la  somme  des  deux 
arcs  donnés,  plus  le  sinus  de  l'excès  de  l'arc  a  sur  l'arc  b. 

Il  n'est  pas  nécessaire  de  traduire  la  quatrième  formule,  dans 
laquelle  le  second  membre  est  aussi  le  double  produit  d'un 
sinus  par  un  cosinus. 

136.  Transformation  en  produit  de  la  somme  et  de  la  dif- 
férence de  deux  cosinus  ou  de  deux  sinus.  —  Ce  sont  encore  les 
quatre  formules  précédentes  qui  servent  à  effectuer  cette  trans- 
formation. Mais,  pour  rendre  plus  facile  leur  application,  on 
représente  chacun  des  arcs  a  -+-  b  et  a  —  b  qui  entrent  dans  les 
premiers  membres  par  une  seule  lettre.  On  pose 

a  -hb  =  p, 
a  —  b  =  g; 
d'où  l'on  déduit 

a  —  \{p-^-q),         b  =  i(p  —  g). 
Les  formules  deviennent  alors 

(5)  cos  p  -+■  cos  q  =  2  cos|(p  -+■  q)  cos|(p  —  q) , 

(6)  cos  q  —  cos  p  =  2  sin  i<p  -i-q)  sini(p  —  q) , 


(*)  Le   sens   dans   lequel  on  fait   cette  différence  est   indifférent  puisqu'il  s'agit  d'uD 
cosinus,  et  que  cos  ( —  *)  =  cos  x. 
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(7) 

(8) 


sin  p  ■+-  sin  <?  =  2  sini(p  -h  q)  cos^(/j  —  q) , 
sin  p  —  sin  q  =  2  sin|(p  —  q-)  cos-Hp  4-  q). 

Démonstration  des  formules 
précédentes  par  les  projec- 
tions. —  Soit  A  ifig.  44)  l'origine 
commune  des  arcs  p  et  q  ;  le  premier 
se  lermiue  en  un  certain  point  P,  le 
second  en  un  autre  point  Q  du  cercle 
trigonométrique.  Soit  2a  l'arc  que  dé- 
crirait un  mobile  partant  de  Q  et  mar- 
chant dans  le  sens  direct  jusqu'à  ce 
qu'il  arrive  en  P  ;  M  étant  le  milieu  de 
cet  arc,  désignons  par  (3  le  plus  petit 
arc  positif  ayant  A  pour  origine,  M 
pour  extrémité.  Si  k  et  k'  sont  deux 
certains  nombres  entiers,  on  a  évidem- 
ment 

i  i(p  +  g)  =  p  +  (*+*')*, 

(    i  ;p-q)  =  *  +  [k-k')iz. 
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p  =z  6  -+-  a  -f-  2fcir 
q  —  B  —  a  +  2k 


:i 


d'où 


Traçons  le  diamètre  QQ',  joignons  ses  extrémités  Q  et  Q'  au  point  P  et  menons 
l'axe  des  cosinus  OM  et  l'axe  des  sinus  ON  des  arcs  qui  ont  M  pour  origine  ;  le 
premier  est  évidemment  parallèle  à  la  corde  Q'P,  le  second  à  la  corde  QP,  et  ces 
cordes  peuvent  être  regardées  comme  des  segments  dont  les  directions  positives 
sont  OM  et  ON.  Les  définitions  du  cosinus  et  du  sinus  donnent 
mesure  de  QP  =  2  sin  a, 
mesure  de  Q'P  =  2  cos  a. 
Projetons  maintenant   sur  OA  le   contour  Q'OP  et  sa  résultante   Q'P;   nous 
aurons 

Pr.  (pÔ  +  Pr.  Ô~P  =  Pr.  Q'P, 
c'est-à-dire,  en  remarquant  que   Pr.  Q'O  =  Pr.  OQ  =  cos  g  , 
cos  q  -4-  cos  p  =  2  cos  a  cos  J3. 
En  projetant  le  contour  QOP  et  sa  résultante,  on  aurait  de  même 

—  cos  q  -\-  cos  p  =  2  sin  a  cos  (  (3  -)-  — -  I  =  —  2  sin  a  sin  8. 

Or,  on  a 

cos  i  =  ±  cos  -*■   p  —  q),  sin  a  =  ±  sin  \  (p  —  q), 

cos  S  =  ±cos|  (p  +  q),  sin  6  =  =b  sin  i  (p -f  g)  ; 

dans  ces   quatre  formules   il  faut  prendre  le  signe  -J—  si  &  et  k'  sont  de  même 

parité,  le  signe —  si  ces  nombres  sont  de  parité  différente.  On  a  donc  dans  tous 

les  cas 

(o)  cos  p  -(-  cos  q  =  2  cos  -*■  (p  -|-  q)  cos  i  (p  —  q), 

(6)  cos  q  —  cos  p  =  2  sin  ±  (p  -f  q)  sin  y  (p  —  q). 

On  aurait  les  formules  (7)  et  ;8'  en  projetant  les  mêmes  contours  sur  l'axe  des 
sinus  des  arcs  qui  commencent  en  A. 

Remarque.  —  Il  est  clair  que  l'on  pourrait  partir  de  ces  formules  et  en  déduire 
les  formule?  relalives  à  l'addition  des  arcs. 
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137.  Remarques. —  I.  Si  oaiis  les  formules  (5)  et  (6),  on  sup- 
pose q  =  0,  elles  deviennent,  en  remarquant  que  cos  0=1, 

1  -+-  cos  p  =  2  cos2  y/? , 
1  —  cos  p  =  2  sin2ip  • 
Ce  sont  les  formules  (10)  du  n°  119. 

II.  Les  formules  (7)  et  (8)  peuvent  se  déduire  l'une  de  l'autre 
par  le  changement  de  q  en  —  q. 

III.  Si  l'on  divise  membre  à  membre  la  formule  (8)  par  la 
formule  (7),  on  obtient 

sin  p  —  sin  q  _  smjip—q)  cos|(p  -+-  g)  _  tgj(p-g) 
sin  /)-f-sin  q       sinl(p  -f-  q)  cosi(p-q)       tgl(p  H-  q) 
Nous    aurons    plusieurs    fois    l'occasion    d'appliquer   cette 
formule. 

IV.  Si  l'on  avait  à  transformer  en  produit  la  somme  algébri- 
que d'un  cosinus  et  d'un  sinus,  on  remplacerait  le  cosinus  par 
le  sinus  du  complément,  ou  bien  le  sinus  par  le  cosinus  du  com- 
plément, et  on  rentrerait  dans  l'un  des  cas  précédents.  Ainsi 

cosp+sin7=sin|--pj+smy=2sm(^ grJcos(^ g-J- 

1  -h  sin  q  =  cos  0  -+-  cos  f  -  —  q  )  =  2  cos2  f  -  —  ^  J  • 

138.  Transformation  en  produit  de  la  somme  de  deux  tan- 
gentes ou  cotangentes,  de  deux  sécantes  ou  cosécantes.  — 
On  obtient  sans  difficulté 

.  .  sin»  ,  sin  q      sin  p  cos  odzcos  p  sin  q     sin  (pzhq) 

lgpdzigq= -± -= -= — — —  ; 

cos  p     cos  q  cos  p  cos  q  cosp  cos  q 

cos»  ,  cos»     sinr/cos»±*in»cosrt'     sinfodz») 

CO{,gpzhcolgq=-r-Lzh~ — -= - — r-1 : ■ ±=- — -    ■  .         ; 

sin/?     sinç  sin;?  sin  q  sinpsmq 

3CCP1CCCO-    1     j     1    _cos?+cosp_2coslfp+?)cos^p-9)  . 
cosp     cosq     cosp  COS  q  COS  n  cos  q 

1  1       sin^4-sinp    2sin-J-f»+(7)cos|f»— q) 

cosec»+cosec7=  — — | = — — -= - — U-—LL. 

sinp    sin<7/    sin  p  sin  q  sin  p  sin  q 

On  ferait  un  calcul  analogue  pour  la  différence  de  deux 
sécantes  ou  cosécantes,  pour  la  somme  algébrique  d'une  tan- 
gente et  d'une  cotangente,  etc.  Il  faut  seulement  que  les  lignes 
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trigonométriques  qu'on  ajoute  algébriquement  soient  de  même 
espèce,  en  ne  regardant  pas  comme  d'espèces  différentes  un 
sinus  et  un  cosinus,  ni  une  tangente  et  une  cotangente,  ni  une 
sécante  et  une  cosécante. 

139.  Transformation  en  produit  de  la  somme  des  sinus  de 
trois  arcs  ayant  pour  somme  un  nombre  impair  de  demi- 
circonférences. —  Considérons  trois  arcs  a,  b,  c  tels  que 
(a)  a-i-6-i- c  =  (2&-M)  tt. 

Cherchons  à  transformer  en  produit  la  somme 
((3)  sin  a-i-sin  b  -+-  sin  c. 

La  condition  (a)  entraîne  (88,  2°)  la  suivante  : 

sin  c  =  sin  (a-\-  b). 
L'expression  proposée  (jî)  peut  donc  s'écrire  successivement 
sin  a  +  sin  b  -f-  sin  (a  -+-  b) , 
2  sin|(a  -+-  b)  cos|(a  —  b)  -+-2  sini(a4-#)  cos  |  (en- 6) , 
2  sin|(a  -+-  b)  [cosi(a  —  6)  h-  cosi(a  -+-  b)] , 
2  sini(a  -hb)  2  cos|a  cosié. 
Nous  avons  un  produit  au  lieu  d'une  somme;  mais  il  est 
évident  que  le  résultat  doit  pouvoir  s'exprimer  symétriquement 
par  rapport  à  a,  b,  c.  Remplaçons  l'arc i  (a -H  6)  par  sa  valeur 
en  fonction  de  c.  On  déduit  de  (a), 

lt        c 
|(a  -t-  b)  =  ktz  -+-- —  -j        d  où          sin|(a-f-  b)  =  ±  cos|c. 

La  somme  des  trois  sinus  donnés  est  donc  égale  à 
±  4  cos  i  a  cos  i  b  cos  |  c . 

Il  faut  -+-  si  k  est  pair,  —  si  k  est  impair.  On  peut  écrire  dans 
les  deux  cas 

(10)  sin  et  -f-  sin  b  -+-  sin  c  =  (—  1)*  4  cosiet  cos\b  cos-^c. 

En  particulier,  si  les  arcs  a,  b,  c  ont  mêmes  mesures  que  les 
angles  d'un  triangle,  la  somme  de  leurs  sinus  est  égale  à  quatre 
fois  le  produit  des  cosinus  de  leurs  moitiés. 

Si  le  triangle  est  rectangle,  soit  a  la  mesure  de  l'un  des  angles 
aigus  ;  la  formule  précédente  devient 

sin  -  -+-  sin  a  +  sin  i  -  —  a  )  =  4  cos  -  cos  -  cos 

2  \~2         J  4         .2         \A       2) 
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ou  bien 

,-         a         /it       a\ 
1  -+-  sin  a  -+-  cos  a  =  2/2  cos  —  cos    -  —  -  ]  • 

2         \4       2/ 

140.  Remarques.  —  I.  Si  la  somme  des  arcs  donnés  était  2/br, 
un  calcul  analogue  à  celui  du  numéro  précédent  conduirait  à 
la  formule 

sin  a  -h  sin  b  ■+-  sin  c  =  (  —  1)*+'  4  sin|a  snilè  sin|c. 

II.  Celte  formule  et  la  formule  ■10)  peuvent  être  regardées 
comme  des  cas  particuliers  d'une  formule  plus  générale  qu'on 
obtient  en  transformant  en  produit  l'expression 

sin  a  -+■  sin  b  -\-  sin  c  —  sin  (a  -+-  b  -+-  c). 
On  peut  l'écrire  successivement 
2  sini(a-hô)  cos|(a — b)  —  2  sini(a-fô)  cos  [±  (a -h  6)-+-  c], 
2  sin|(a  +  ô)  {cosi(a  — 6)  —  cos[i(a-h6)  -+-c)]J, 
4  sin|(a  +b)  sin-£-(a  -+-c)  sin|(6  -+-  c) . 
Ainsi,  pour  toutes  les  valeurs  de  a,  b  et  c,  on  a 
sin  a+sin  ô+sin  c— sin  (a-hb-\-c)—A  sin  i(6-(-c)  sin  i{c-\-a)  sin  |(a-|-6). 
Si  l'on  y  suppose  a-t-6-i-c=(2A-i-l)ir,  puis  o-+-.6h-c=2Aw-, 
on  retrouve  les  formules  démontrées  plus  haut. 

III.  Par  un  calcul  analogue  au  précédent,  on  obtient  la  for- 
mule 

cos  a-f  cos  è-fcos  c+cos  (a-\-b+ c)=4  cosi(6-|-c)cos|(c-|-a)cos|(a+6) . 

141.  Transformation  en  produit  de  la  somme  des  tangentes 
de  trois  arcs  ayant  pour  sommes  un  nombre  entier  de  demi- 
circonférences.  —  Supposons  entre  les  arcs  a,  b,  c  la  relation 

(a)  a  h-  b  -+-  c  =  kit  ; 

il  en  résulte 

a  +  b  =  kit  —  c. 
Or  on  peut  retrancher  kn  sans  altérer  la  tangente  de  l'arc. 
On  a  donc 

tg(a  +  b)  ou  bien      tg  a  +  lf  b .=-  tg  c, 
1  —  tg  a  tg  o 

c'est-à-dire 

(il)  tg  a-Mg  6  -f-  tg  c=  tg  a  tg  6  tg  c. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  :  La  somme 
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des  tangentes  de  trois  arcs  ayant  pour  somme  un  nombre  entier 
de  d^mi-circonférences  est  égale  au  produit  de  ces  trois  tangentes. 

Réciproquement,  si  l'on  prend  comme  hypothèse  la  rela- 
tion (11),  on  peut  en  déduire  la  condition  (a);  il  suffit  pour 
cela  de  la  résoudre  par  rapport  à  tg  c  ;  on  obtient 

tgc=— tg  a-hb), 
d'où  tg  (-—  c)  =  lg(a  +b). 

Or,  pour  que  deux  arcs  aient  des  tangentes  égales,  il  faut  et 
il  suffit  (88,  3°)  que  leur  différence  soit  un  nombre  entier  de 
demi-circonférences;  la  relation  précédente  exige  donc  que 
l'on  ait 

a-f-  b  —  tt  -h  o  =  k-  , 
et  cette  relation  équivaut  à  la  condition  (a). 

142.  Transformation  de  la  somme  des  sinus  de  plusieurs 
arcs  en  progression  arithmétique.  —  Considérons  n  arcs  en 
progression  arithmétique  croissante  ;  soit  a  le  premier  et  b  la 
raison  ;  appelons  S  la  somme  de  leurs  sinus,  de  sorte  que 

S  =  sin  a  -h  sin  (a  -h  b)  -+■  sin  (a  -+-  26)  -I 1-  sin  [a  -+-  (n  —  1  )  b). 

Multiplions  les  deux  membres  par  2  sin-J-è.  Nous  aurons 

2S  >in|6=2sinasin|6-r-2  sin  (a-hb)  sinl*-f-2sin(a-t-26;  sin^ô-h 

-4-2  sin  [a-h(n  —  l)è]  sinl*. 

Chaque  terme  du  second  membre  est  un  double  produit  de 
sinus  que  nous  pouvons  remplacer  (135)  par  une  différence  de 
deux  cosinus  ;  nous  obtenons  ainsi 

2S  sin  -  =  cos  [a- -)  -  cos  (*+  g)  +  cos  (a  +  9 

/    3b\  (        3b\  (        5b 

—  cos  [a  +  —  M-  cos  [a  -+-  —    —  cos  [a  -+ 


(-!) 


cos 


9  I  2  /  V 

(2n  —  3)b 


cos 


(2/1-1)6" 
a-i 


11  est  visible  que  tous  les  termes  du  second  membre  se  dé- 
truisent deux  à  deux,  sauf  le  premier  et  le  dernier.  On  a  donc 
2S  sin-^6  =  cos  (a—  {b)  —  cos  [a  +  i(2n  — 1)  b}. 
Mais  le  second  membre  est  une  différence   de  cosinus  que 
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nous  pouvons  remplacer  par  un  double  produit  de  sinus,  ce 
qui  donne 

2S  sin|6  =  2  sin  [a  -+-|(n  — 1)  b]  sininb. 
On  a  donc 

_sin[a-hi(n  —  i)b]  sin|nô 
siniè 
143.  Remarque.  —  Par  une  méthode  analogue  on  peut  ren- 
dre calculable  par  logarithmes  la  somme  des  cosinus  de  n  arcs 
en  progression  arithmétique.  En  conservant  les  mêmes  nota- 
tions, on  trouve  pour  cette  somme  la  valeur 
cos  [a-+.\{n  —  \)b]  sin|n6 
s\n\b 


§  2.  —  Transformations  à  l'aide  d'angles 
auxiliaires. 

144.  Objet  du  problème  a  résoudre.  —  Soit  une  formule 
x  =  a±b, 
dans  laquelle  le  second  membre  est  un  binôme  formé  de  deux 
monômes  positifs  a  et  b  dont  on  ne  donne  pas  les  valeurs  numé- 
riques, mais  dont  les  logarithmes  sont  connus,  ou  peuvent  être 
trouvés  aisément.  Nous  nous  proposons  de  trouver  log  x,  sans 
passer  par  les  valeurs  numériques  des  monômes  a  et  b. 

Il  est  évident  que  le  problème  n'est  possible  que  si  x  est  po- 
sitif, puisque  les  nombres  négatifs  n'ont  pas  de  logarithme 
réel  ;  dans  le  cas  où  x  serait  négatif,  ce  serait  log  (—  x)  qu'il 
faudrait  calculer.  Dans  ce  qui  suit  nous  supposons  a>>6,  c'est- 
à-dire  log  a  >>  log  b  ;  celte  condition  est  nécessaire  si  le  second 
membre  de  la  formule  est  a  —  b,  et  elle  peut  toujours  être  rem- 
plie si  ce  second  membre  est  a-^-b,  puisqu'on  peut  toujours 
désigner  par  a  le  plus  grand  des  deux  monômes  dont  on  con- 
naît les  logarithmes. 

On  va  voir  que  le  problème  peut  être  facilement  résolu  à 

l'aide  d  un  angle  auxiliaire  cp  compris  entre  zéro  et  -  ;  si  1  on 
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n'astreignait  pas  l'angle  «p  à  remplir  cette  condition,  on  trou- 
verait une  infinité  d'angles  permettant  de  résoudre  la  question. 
Le  problème  étant  résolu  pour  le  binôme  a -+- b  égal  à  x,  on 
connaîtra  log  x,  et  on  conçoit  que  la  même  méthode  permettra 
de  trouver  le  logarithme  de  x  -+-  c.  c'est-à-dire  du  trinôme 
o  +  i  +  c;  ce  calcul  exigera  l'emploi  d'un  nouvel  angle  auxi- 
liaire. En  général,  pour  trouver  le  logarithme  de  la  somme  de  n 
monômes  dont  on  connaît  les  logarithmes,  il  faudra  employer 
n  —  I  angles  auxiliaires. 

145.  Première  méthode.  —  Toutes  les  solutions  du  problème 
qui  nous  occupe  reposent  sur  certaines  formules  établies  pré- 
cédemment et  qui  permettent  de  remplacer  par  un  monôme 
un  binôme  dont  un  terme  est  l'unité.  Telles  sont  les  formules 
du  n°  137  (remarque  I)  : 

1  -+-  cos  p  =  2  cos2\p  , 
1  —  cos  p  =  2  sinHp. 
Dans  le  binôme  donné  a±b  mettons  a  en  facteur  commun, 
nous  aurons 

x  =  a  f  1  ±  — 

Or,  -  est  un  nombre  positif  inférieur  à  1,  par  hypothèse,  (144). 

Nous  pouvons  donc  poser 

b 

—  =  cos  <p  ; 
a 

parmi  les  angles,  en  nombre  infini,  qui  satisfont  à  cette  équa- 
tion, il  y  en  a  un  qui  est  compris  entre  zéro  et  -^  C'est  cet 
angle  que  nous  choisissons.  Alors  nous  pouvons  écrire 

■  x  =  a  (1  db  cos  <p) , 
c'est-à-dire,  en  supposant  que  le  binôme  donné  est  a  -h  b, 

x  =  2a  cos2£cp; 
et,  s'il  est  a  —  b% 

x  =  2a  sin2|cp. 
Ces  valeurs  de  x  résolvent  le  problème. 


H2  FORMULES    DE    TRANSFORMATIONS 

146.  Seconde  méthode.  —  Elle  repose  sur  les  relations 
1  —  sin2  a  =  cos2  a  , 
1  -h  tg2  a  =  sec2  a  , 
qui  peuvent  se  déduire  l'une  de  l'autre  (91). 
Supposons  qu'on  donne  le  binôme  a  -+-  b.  On  écrira 


et  on  posera 


i  =  o(1h ]■> 

a 


„  —    o 


On  cherchera  l'angle  cp  compris  entre  zéro  et  —  dont  la  tan- 
gente est  \J  —  ;  cet  angle  existe  toujours,  et  il  n'est  même  pas 

nécessaire  ici  que  log  b  soit  inférieur  à  log  a.  Cet  angle  étant 

connu,  on  aura 

a. 
x  =  a  (1  ■+-  tg2  cp)  =  a  sec2  <p  =  — —  • 

cos*  <p 

Si  le  binôme  donné  est  a  —  b,  on  pose 

-  =  sin2cp; 
a 

n 
il  existe  un  angle  <p  compris  entre  zéro  et  -  satisfaisant  à  cette 

équation,  puisque  a  et  b  sont  positifs,  et  a  >■  b  (144).  On  a 
alors 

x  —  a  —  b  =  a(i )  =  a  (1  —  sin2  <p)  =  a  cos2  cp. 


a, 

147.  Exemples.  —  I.  Soit  donné 

x  =  v/a2-|-62  =  a\/l-t-V 
On  pose 


il  en  résulte 


b*  b 

-=tg2cp,  d'où  â  =  tg? 


a 

x  =  a  sec  cd  = 


COS  cp 

II.  Soit  encore 


x=/oJ-5s  =  a\/l ;. 

v  a1* 
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On  pose 

Ir  b 

— -  =  sin2  <»,  d  où  -  =  sin«: 

a2  T  a  T' 

il  en  résulte 

x  =  a  coscp. 

148.  Remarques.  —  I.  L'angle  auxiliaire  deviendrait  inutile 
si,  dans  ce  dernier  exemple,  a  et  b  étaient  des  nombres  donnés , 
en  ce  cas  on  écrirait 


x  =  sja*  —  b'2  =  /(a  4-  b)  (a  —  b). 
Une  addition  et  une  soustraction  feraient  connaître  les  deux 
facteurs  du  produit  placé  sous  le  radical  ;   le  logarithme  de  x 
est  la  demi-somme  des  logarithmes  de  ces  facteurs. 

II.  Il  est  évident  qu'au  lieu  de  représenter  -  par  tg2<o,  on 

a 

peut  tout  aussi  bien  l'égaler  à  cotg2cp  ;  car  une  cotangente  est 
tangente  du  complément  de  l'angle. 

b 
De  même  au  lieu  d  égaler  —  au  carré  d'un  sinus,  on  peut 

o  r 

l'égaler  au  carré  d'un  cosinus. 

III.  Les  méthodes  qu'on  vient  d'exposer  sont  générales  et 
la  seconde  est  souvent  utilisée  ;  cependant,  dans  quelques  cas, 
il  vaut  mieux  employer  certaines  méthodes  particulières  que 
nous  allons  signaler. 

149.  Problème  I.  —  Rendre  calculable  par  logarithmes  l'ex- 
pression 

a  —  b 
x  = 


a-\-  b 
il  uts  laquelle  a  et  b  sont  connus  seulement  par  leurs  logarithmes. 

On  peut  écrire 


Posons 


1  - 

b 

X  = 

a 

1  + 

b 
a 

b 

a 

=  tg 

<t>, 
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R 

et   remarquons   que    ç-=l;   nous   aurons 
r. 
X= —  tg    --<p    • 


l-+-lg-lg<p 

On    aurait    trouvé    lg(--+-cp)  si    l'expression   donnée  avait 


a 

été  - 


150.  Problème  II.  —  Rendre  calculable  par  Logarithmes*  l'ex- 
pression 

x  —  a  sin  <x  ±  b  cos  «, 
dans   laquelle  a  et  b  so/z/  des  nombres  positifs,  ou  des  monômes 
dont  les  logarithmes  sont  connus,  et  a  un  angle  donné. 

Si  l'on  applique  l'une  ou  l'autre  des  deux  méthodes  générales 
indiquées,  on  doit  mettre  a  sin  a  en  facteur  commun  et  écrire 

x  =  a  sin  a  (1  ±  -  cote:  *)■ 
a 

CD 

Il  faudra  chercher  log  sin  a  et  logeotg:/.,  et  en  outre  log  cos  ^ 

ou   logsin-  si  l'on  applique  la  première  méthode,  et   logeos» 

si  l'on  applique  la  seconde,  en  tout  trois  logarithmes  en  ne 
comptant  pas   log  a   et  log  b  que  nous  supposons  connus. 
Mettons  seulement  a  en  facteur  commun;  nous  aurons 

x  =  a  (sin  a  ±  -  cos  a). 
a 

Posons 

b  sin  w 

-=tg<?  =  — r; 
a  cosep 

la  valeur  de  x  devient 

I     •  !_    Sil1     T  \  a  ■  ,        _1_        X 

.x  =  a  (sin  a  ± L  cos  a)  = sin  fa±  <p). 

cos  <p  cos  cp 

Cette  valeur  de  x  est  calculable  par  logarithmes,  et  on   n'a 
dû   chercher   que    deux   logarithmes   qui  sont    log  cos  cp    et 
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log  sin  (a  ±<p).    Cette  méthode  est  donc  plus  avantageuse  que 
les  méthodes  générales. 

151.  Problème  III.  —  Rendre  calculable  par  logarithmes  l  ex- 
pression 

x  =  \ja2  +  b*  —  ^.ab  cos  y  , 
dans  laquelle  a  et  b  sont  des  nombres  positifs  donnés  et  y  un  an- 
gle donné. 

On  a  un  trinôme  sous  le  radical,  et  on  devrait  introduire 
deux  angles  auxiliaires  si  l'on  employait  l'une  ou  l'autre  des 
méthodes  générales  indiquées.  Mais  on  peut,  a  et  b  étant  des 
nombres,  remplacer  ce  trinôme  par  un  binôme  auquel  on  ap- 
plique la  seconde  méthode.  Deux  moyens  peuvent  être  em- 
ployés pour  remplacer  le  trinôme  par  un  binôme. 

Y  Y 

l°Remplaçonssousleradical  cosy  parsa valeur  cos'-— sin2-, 

Y  Y 

puis  multiplions  a%  +  b2  par  1  ou  cosa^-f-  sin2^;  le  trinôme 

devient 

{a2  -h  b2)  (cos3  ^  +  sin2  1  \—  2ab  (cos2  J  —  sin2  XY 


ou  bien 

(a2  -+-  Zab  4-  b2)  sin2  \  -+-  (a2  —  2ab  -+-  b2)  cos2  -J, 

c'est-à-dire 

(o  -+-  b)2  sin2  X  -f-  (a  —  6)2  cos2  I  • 

On  n'a  donc  plus  qu'un  binôme,  puisque  a  4-6  et  a  —  £>  sont 
connus  par  une  addition  et  une  soustraction.  On  peut  alors 
appliquer  la  seconde  méthode  générale  comme  dans  l'exemple  I 
du  n°  147.  On  trouve 


•=.(«+*) sin  i  \A  +  (ztt)' ""«s' r 


Posons 


nous  aurons 


b  y 

cotg  jr  =  tg  <?  ; 


a+  6        °  2 


Y 
a?  =  (a  -+■  b)  sin  —  sec  9, 
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c'est  à  dire 

(a  -f-  b)  sin  -I 
ar=  s 

COS  <p 

formule  calculable  par  logarithmes. 

2°  Ajoutons  et  retranchons  2a&  au  trinôme  placé  sous  le  ra- 
dical ;  il  devient  successivement 

(a  +  è)2  —  2aè  (1  +  cos  y), 

(a  -+-  bf  —  Aab  cos2  1  • 


On  a  donc 


x  =  y  (a  -+-  6)2  —  Aab  cos2  X. 


Cette  expression  est  analogue   à   celle  de  l'exemple  11  du 
n°  147,  et  il  reste  à  appliquer  la  même  méthode;  on  obtient 


x  =  (a  -+-  b) 


Aab  cos2  -Jz 
2 
Posons  — 7-r—  =  sin*  <p. 

(a+J)2  T 

it 
Il  existe  toujours  un  angle  cp,  compris  entre  zéro  et  —,  satis- 
faisant à  cette  équation  :  car  le  premier  membre  est  positif  et 
inférieur  à  1  (*);  en  effet,  de  l'inégalité  (a  —  b)2  >  0  on  déduit 

(a  ■+■  b)2  >  Aab  >  Aab  cos2  I . 

25 


L'angle  fêtant  déterminé,  on  a  enfin 
x  =  (a -+-6)  cos  <p. 


(*)  Le  premier  membre  serait  égal  à  i  si  l'on  avait  simultanément  a  =  b  et  y  =  2£iTi 
mais  en  ce  cas  on  aurait  x  =  a  —  4,  et  l'angle  auxiliaire  deviendrait  inutile. 
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§  3.  —  Résolution  par  logarithmes  de  l'équation 
du  second  degré. 

152.  Cas  des  racines  réelles  de  même  signe.  —  Considérons 

l'équation 

ax3  ■+■  bx  •+■  c  =  0, 

dans  laquelle  a,  b,  c  sont  des  nombres  donnés,  ou  des  quanti- 
tés dont  on  peut  trouver  les  logarithmes.  Nous  verrons  plus 
loin  comment  on  peut  ramener  la  résolution  de  cette  équation 
algébrique  à  celle  d'une  équation  trigonométrique.  Dans  ce 
paragraphe  nous  montrerons  seulement  comment  on  peut  ren- 
dre calculables  par  logarithmes  les  valeurs  des  racines  telles 
qu'elles  sont  données  par  l'algèbre.  Ces  valeurs  sont 


—  b±  fb2  —  Aac 

x  =   7L 

2a 

Si  nous  supposons  d'abord   b2  —  Aac  =  0,  les  deux  racines  sont 

b 
égales  à  —  —  ;  leur  valeur  absolue  est  calculable  par  loga- 

1a  ° 

rithmes.  Soit 

b2  —  Aac  >•  0  avec  ac  >>  0. 

Les  deux  racines  sont  alors  réelles,  distinctes  et  de  même 
signe.  Nous  pouvons  toujours  supposer  a  et  c  positifs  ;  alors 
les  racines  ont  le  signe  de  —  b.  Il  est  bien  entendu  que  ce  sont 
leurs  valeurs  absolues  que  l'on  peut  calculer  par  logarithmes. 
Nous  supposerons  —  b  positif;  s'il  ne  l'était  pas,  il  suffirait  de 
changer  ce  coefficient  de  signe  dans  l'équation  donnée,  ce  qui 
rendrait  les  deux  racines  positives,  et  après  avoir  calculé  leurs 
valeurs  absolues,  on  mettrait  le  signe  —  devant  chacune  d'elles. 

Pour  rendre  ces  valeurs  de  a;  calculables  par  logarithmes,  on 
applique  la  seconde  méthode  générale  au  radical  \Jb* — Aac . 
On  peut  l'écrire 


\Jb*U-^f)  ou  bien  —  b  \f\ 


Aac 
"F" 
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(en  remarquant  que  la  racine  arithmétique  de  6a  est  la  quan- 
tité positive  —  b).  On  pose  alors 

Aac         .  „ 
—  =  sin2  © 

il  existe  toujours  entre  zéro  et  -  un  angle  ©  satisfaisant  à  cette 

équation,  puisque  le  premier  membre  est,  par  hypothèse,  po- 
sitif et  inférieur  à  1.  La  valeur  arithmétique  du  radical 
\fà3  —  Aac  est  alors  —  6  cos  <p.  La  plus  grande  des  deux  racines, 
que  nous  désignerons  par  x',  est  donnée  par  la  formule 

x'  -=  —b-bcos9  _  —  6(1  + cos  a)  _        b         y 
2a  ~  2a  ~       a         2* 

La  plus  petite  x"  a  pour  valeur 

.         — ÔH-ÔCOSœ         —  6(1  — COS©)  b    .    .  © 

2a  2a  a         2 

153.  Cas  des  racines  de  signes  différents.  —  Nous  pouvons 
toujours  supposer  a>0;  alors  c  est  négatif,  et  le  radical 
\/b-  —  Aac  porte  sur  une  somme  et  non  plus  sur  uue  diffé- 
rence. Après  avoir  mis  b2  en  facteur  commun,  posons,  confor- 
mément à  la  seconde  méthode  générale, 

Aac 

=  te3  ©. 

b*        D  T 

Tt 

On  trouvera  toujours  entre  zéro  et  -  un  angle  <p  satisfaisant  à 

celte  équation.  Le  radical  s'écrira  alors 

v/62(l  -+-  tg2  ©)  ou  v'62  sec2  ©  ; 

sa  valeur  arithmétique  est 

b  sec  ©    si  b  est  positif, 

et  —  b  sec  <p     si  b  est  négatif. 

Soit  d'abord  b  positif;  la  racine  positive  x'  a  pour  valeur 

—  b  h-  b  sec  ©      — 6  cos©  H- ô     6(1— cos©)          6       .  „  © 
<ç'  —  i  —  ________ == — 2 1 —  z=z sin  — • 

2a  2a  cos©  2a  cos©         a  cos©         2 

La  racine  négative  x"  est  donnée  par  la  formule 

—  b  —  b  sec  ©       — 6(1  + cos©)                 b  .  © 

x   —  '  —  '  '     — ços    —  • 

2a  2a  cos  ©  a  cos  <p  2 
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Si  l'on  suppose  b  négatif,  on  a  pour  racine  posilive 

,       —  b  —  b  sec  <p  b  .  ® 

af  = l-  = cos2-!-, 

2a  a  coscp  2 

et  pour  racine  négative 

—  6  +  0  sec<p  b        .  ,  © 

ccr  = -t  =  sin2  i- 

2a  a  cos  cp         2 

Dans  les  deux  cas,  c'est  le  logarithme  de  — x"  qu'on  devra 

trouver. 

154.  Module  et  argument  d'une  expression  imaginaire.  — 

On  a  vu  en  algèbre  que  si  b2  —  Aac  est  négatif,  l'équation 

ax-  -\-  bx  -+-  c  =  0 

ne  peut  être  satisfaite  par  aucune  valeur  positive  ou  négative 

donnée  à  x.  On  serait  donc  autorisé  à  dire  qu'elle   n'admet 

aucune  racine.  Cependant  si  l'on  remplace  x  par  une  valeur 

telle  que 

u-+-vi, 

expression  algébrique  dans  laquelle  u  et  v  sont  des  nombres 
positifs  ou  négatifs,  et  i  un  symbole  ne  représentant  aucune 
grandeur,  mais  ayant  celte  propriété  d'avoir  pour  carré  — i  ; 
si,  en  outre,  on  convient  d'appliquer  à  une  telle  expression  les 
règles  ordinaires  du  calcul  algébrique,  on  constate  que  l'équa- 
tion est  satisfaite  pourvu  qu'on  donne  aux  nombres  u  et  v  des 
valeurs  choisies  convenablement  ;  cela  suppose  qu'on  regarde 
comme  nul  le  produit  du  symbole  i  par  zéro. 
On  constate  de  plus  que  l'expression 
u  —  vi, 

dans  laquelle  u  et  v  reçoivent  les  mêmes  valeurs  que  plus  haut, 
satisfait  aussi  à  l'équation.  Chacune  de  ces  expressions  est  dite 
imaginaire;  deux  expressions  imaginaires  qui  ne  diffèrent, 
comme  les  précédentes,  que  par  le  signe  du  coefficient  de  i, 
sont  dites  conjuguées.  Les  nombres  ordinaires  positifs  ou  néga- 
tifs sont  appelés  réels.  Toute  équation  du  second  degré  à  coef- 
ficients réels,  et  qui  n'admet  aucune  racine  réelle,  a  deux  raci- 
nes imaginaires  conjuguées;  ce  qu'il  y  a  de  remarquable  c'est 
que,  bien  qu'on  puisse  écrire  une  infinité  d'expressions  imagi- 
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oaires,  il  n'y  a  que  deux  imaginaires  conjuguées  qui  puissent 
.'•Ire  racines  d'une  équation  du  second  degré  à  coefficients  réels. 

Deux  imaginaires  sont  dites  égales  lorsque  leur  différence  est 
nulle,  c'est-à-dire  lorsque  les  parties  réelles  sont  égales  ainsi 
que  les  coefficient  de  ». 

Ces  propriétés  étant  rappelées,  nous  allons  montrer  que  toute 
imaginaire  de  la  tonne 

u  -+■  vi 

peut  être  mise  sous  une  autre  forme  souvent  utile.  Posons 

u  -+-  vi  —  p  (cos  a  +  î  sin  a), 
2'esl-à-dire,  d'après  une  définition  rappelée  plus  haut, 

(A)  ;  pcos*  =  "' 

(      p  Sin  a  =  y  . 

Ces  équations  donnent  d'abord,  en  ajoutant  membre  à  mem- 
bre, après  avoir  élevé  chaque  membre  au  carré, 

p2  =  us  +  u2,  d'où  p  =  ±  \fu2  h-  v2. 

Convenons  de  prendre  seulement  le  signe  -h  devant  le  radi- 
cal. La  quantité  positive  p  est  alors  appelée  module  de  l'imagi- 
naire u-hvi  ;  c'est  aussi  le  module  de  l'imaginaire  conjuguée 
a  —  vi   et  des  imaginaires  —  uzhvi. 

Le  module  p  étant  déterminé,  nous  avons 

COS  a  =  — ,  d  ou      •  sin  a  =  ±  v  /  1 s  =  ±  — . 

P  V  p2  p 

u 
La  valeur  absolue  de  —  est  évidemment  inférieure  à  1  ;  (elle 
P 
serait  1  si  v  était  nul,  c'est-à-dire  si  l'expression  était  réelle).  On 

trouvera  donc  toujours  entre  zéro  et  2tï  deux  angles,  et  seule- 

u 
ment  deux,  ayant  —  pour  cosinus,  et  puisque  leurs  sinus  ont 
p 

v  v 

pour  valeurs  ±  — ,  l'un  de  ces  angles  aura  —  pour  sinus,  quel 

p  p 

que  soit  le  signe  de  v. 

Il  y  a  donc  entre  zéro  et  2ir  un  angle  et  un  seul  satisfaisant 
aux  équations  (A).  11  est  évident  qu'on  en  aura  une  infinité 
l'aulres  en  ajoutant  2kn  au  premier  pourvu  que  k  soit  un  nom- 
bre  entier  positif  ou  négatif.  L'angle  a  ainsi  déterminé  ou  l'un 
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quelconque  des  angles  qu'on  obtient  en  y  ajoutant  2A-it  est  ap- 
pelé argument  de  l'imaginaire  proposée. 

Deux  imaginaires  conjuguées  ont  pour  arguments  deux 
angles  de  même  cosinus,  mais  de  sinus  différents  ;  il  en  résulte 
que  la  différence  de  ces  angles  ne  sera  pas  égale  à  Vkn  :  c'est 
donc  nécessairement  leur  somme  (88, \°)  qui  est  égale  à  2A-7i. 

155.  Interprétation  géométrique.  —  Après  avoir  tracé  dans 
le  plan  deux  axes  de  projections  x'x,  y'y  (lig.  45)  perpendicu- 
laires l'un  sur  l'autre,  re- 
gardons x'x  comme  l'axe 
des  cosinus,  xj'y  comme 
l'axe  des  sinus  des  angles 
tels  que  l'angle  a  désigné 
plus  haut.  A  chaque  sys- 
tème de  valeurs  de  u  et  v 
correspond  une  direction 
Oz  faisant  avec  Ox  l'angle  a. 
Portons  sur  Oz  à  partir  de 
0  une  longueur  OM  égale 
à  p  ou  y/u2  -\-  v-  ;  nous  pou- 
vons regarder  OM  comme  un  segment  parcouru  de  0  vers  M. 
La  projection  de  ce  segment  sur  x'x  a  pour  valeur 

p  cos  a,         c'est-à-dire  u. 
La  projection  du  même  segment  sur  Oy  est 

p  sin  a,         c'est-à-dire  v. 

Ainsi,  à  l'imaginaire  u-\-vi  correspond  un  point  M  du  plan  et 

un  seul.  Ce  point  est  appelé  Yaf/îxe  de  l'imaginaire  proposée. 

L'affixe  de  l'imaginaire  u  —  vi  conjuguée  de  la  précédente 

est  le  point  M'  symétrique  de  M  par  rapport  à  l'axe  des  cosinus. 

Lorsque    v  =  0,   a  est  égal  à  An,  le  point  M  est  sur  l'axe  des 

cosinus. 

156.  Détermination  du  module  et  de  l'argument  de  cha- 
cune des  racines  d'une  équation  du  second  degré.  —  Soit 
l'équation 

ax-  -+-  bx  -+-  c  =  0  , 
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dans  laquelle  nous  supposons 

b-  —  Aac  <  0  ; 
il  en  résulte  que  les  nombres  a  et  c  ont  le  môme  signe.  Les  ra- 
cines de  l'équation  sont  données  par  la  formule 

—  b  ±  \'Aac  —  b%  i 

x  = • 

2o 

.Mettons  </A~âc  en  facteur  commun,  comme  si  nous  voulions 
seulement  rendre  calculable  par  logarithmes  la  quantité  sou- 
mise au  radical  ;  nous  aurons 

X—^T  V4ac_ V  1       Aac  %j~ V  a  V      s/4aC-V  *       4ac 
Posons 


=  COS  a; 


v/lâë 
nous  trouverons  toujours  entre  zéro  et  n  un  angle  a  satisfaisant 

à  cette  équation  :  en  effet,  le  premier  membre  est  compris  entre 

b2 
—  1  et  -+-  i,  car  son  carré  - —  est  inférieur  à  1,  l'inégalité 

Aac 

b2 

Aac 

revenant,  puisque  Aac  est  positif,  à 

ô2  ■<  Aac  ou  b2  —  Aac  <  0. 

Or  cette  dernière  inégalité  est  vraie  par  hypothèse.  D'ailleurs 

un  seul  angle  compris  entre  zéro  et  ~  admet  pour  cosinus 

— — ,  puisque  quand  un  angle  augmente  de  zéro  à  nson  cosinus 
\J  Aac 

diminue  constamment  de  1  à  —  1. 

Remarquons  maintenant  que  l'on  a 


s/ 


1 =  -h  /l  —  COS2  a  =  -+-  sin  a. 

Aac 


Par  conséquent,  si  l'on  pose 


la  racine  de  1  équation  proposée,  qu'on  obtient  en  prenant  le 
signe  4-  devant  le  radical,  est  donnée  par  la  formule 
ar'=  p  (cos  a  +  i  sin  a), 
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«  étant  un  angle  bien  déterminé  compris  entre  zéro  et  *. 
L'autre  racine  peut  être  représentée  par  la  formule 

x"  =  p  [COS  (2tt  —  a)  H-  i  sin  (2ic  —  a)]  ; 

son  argument  est  un  arc  terminé  sur  le  3e  ou  sur  le  4e  qua- 
drant, tandis  que  l'argument  de  x'  se  termine  sur  le  premier 
ou  le  2e  quadrant. 


EXERCICES  SUR  LE  CHAPITRE  V 


1.  Sachant  que  l'on  a 

cos  a 
cos  x  =  -: — r, 
sin  b 

calculer  tg  —  à  l'aide  d'une  formule  calculable  par  logarithmes. 

2.  Démontrer  que  l'on  a  pour  toute  valeur  de  x 

sin  a; -i- sin  (  x  -j-  ^—  j  -f-  sin  (^-H-ô-)  =  0» 

/         2tt\  /         6i:\ 

cos  a;  H-  cos  (  x  +  —  1  -+-  cos  (  ^  +  "ô"  )  =  0- 

3.  Rendre  calculables  par  logarithmes  les  expressions 

sin  a  -+-  sin  3a  -+-  sin  5a 

cos  a  4-  cos  3a  -+-  cos  oa 

4.  Rendre  calculables  par  logarithmes  les  sommes 

sin  (—  a  -t-  b  H-  c)  4-  sin  (a  —  b  +  c)  -(-  sin  (a  +  &  —  c)  —  sin  (a  +  6  -+-  c), 
cos(— a  +  &4-c)  +  cos  (a  —  &H-c)  +  cos(a-{-ô  —  c)  +  cos(a-t- &  +  c). 

5-   En  supposant  a-\-b-\-c  =  2kir,   rendre  calculables  par  loga- 
rithmes les  expressions 

sin  a  -+-  sin  b  —  sin  c, 
cos  a  -+-  cos  &  -+-  cos  c  +  1 , 
cos  a  -f-  cos  b  —  cos  c  —  1 . 
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b.   Rendre  calculables  par  logarithmes  les  formules 
a  =  h  (cotg  B  +  cotg  C), 
tg  x  =  cos  A  +  cos  B  —  cos  (A  +  B), 
Ig  x  =  i  +  fâ 

igx  =  2±v/ïï; 

cos  X  =  3  —   y/îT. 

7.  Résoudre  le  système 

(    x  sin  a  -f  y  sin  2a  =  sin  3a, 
\    x  sin  3a  -f-  i/  sin  6a  =  sin  9a, 
et  rendre  les  valeurs  de  x  et  y  calculables  par  logarithmes. 

8.  Calculer  sin  x  sachant  que  l'on  a 

1  —2  cos  2a 


tg  (a  +  x)  tg  {a  —  x)  = 


1  -f  2  cos  2a 


9.  Démontrer  que  si  l'on  a    a  -\-  b  +  c  =  tc,    on  a  aussi 

cotg -la  +  ootgi-6  -f  cotg|f  =  cotg-ia  cotg-i-6  cotg|c, 
sin3  a  sin  (b  —  c)  +  sin3  6  sin  (c  —  a)  +  sin3  c  sin  (a  —  b)  =  0. 

10.  Démontrer  la  formule 

2*005  0  005  6  =  cos  (a  +  6)  +  cos  (a  — è)  +  cos  ( — a-\-b)  +  cos( — a  —  t), 
et  la  formule  plus  générale 

2"  cos  a  cos  ô cos  l  =  2  cos  f±:a±  &  rfc ±0. 

dans  laquelle  n  est  le  nombre  des  arcs  considérés  et  le  signe   2 
s'étend  à  toutes  les  combinaisons  de  signes  possibles. 

11.  Rendre  calculable  par  logarithmes  la  valeur  de  cos  x  donnée 
par  l'équation 

cos  x  =  cos  a  cos  b  -f-  sin  a  sin  b  cos  C. 

12 .  Démontrer  que  si  l'on  divise  xm  sin  cp  par  x%  —  2x  cos  «f  +  1 , 
le  p*  reste  a  pour  valeur 

Rp  =  xm~P  s\n  {p  +  ijy  —  xn-P-*  sin  p<f. 
Déduire  de  là  les  valeurs  que  l'on  doit  donner  à  ç  pour  que  le  bi- 
nôme (xm  —  1J  sin  <p  soit  exactement  divisible  par  x%  —  2x  cos  <f>  +  1, 


13.  Sachant  que  l'on  a 

sin  <f>  sin  <p, 


a  cos  <f  —  c       a  cos  <f> t  —  c 


et  c*  =  a*  —  &*, 
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vérifier  que  la  formule 

c2  (cos  <p  —  cos  <Pj)  sin  cp  sin  <pt 
b  sin  (<p —  <p,) 

se  réduit  à 

;/  =:  $b  (sin  9 -h  sin  cp,). 


14.   Sachant  que  Ton  a 

tg?  tg  Ti 


et  c*  =  a*  +  62, 


a  sec  <p  —  c        a  sec  <p,  —  c 
vérifier  que  la  formule 

c2  (sec  <pt  —  sec  <p)  sin  <p  sin  <pt 

6  sin  tp  —  sin  ©, 

se  réduit  à 


CHAPITRE    VI 


TABLES    TRIGONOMÉTRIQUES 


§  I.  Principes  qui  servent  à  la  construction  des  tables.  —  §  2.  Consln.ictio.0 
des  tables  trigonométriques.  —  §  3.  Disposition  et  usage  des  tables. 


§1.  —  Principes  qui  servent  à  la  construction 
des  tables. 

157.  Observation  préliminaire.  —  Nous  avons  calculé  (99, 100) 
les  cosinus  et  sinus  de  certains  arcs  en  nous  appuyant  sur  les 
valeurs,  que  donne  la  géométrie,  des  côtés  de  certains  poly- 
gones réguliers.  On  conçoit  que  cette  méthode  ne  peut  pas  ôtre 
appliquée  à  tous  les  arcs  :  car  la  géométrie  ne  donne  pas  le 
moyen  de  calculer  en  fonction  du  rayon  la  corde  de  l'arc  de  n 
degrés  quelle  que  soit  la  valeur  de  n  (*).  Cependant  on  peut 
avoir  besoin,  dans  les  applications,  des  valeurs  des  lignes  tri- 
gonométriques  de  n'importe  quel  arc.  C'est  pourquoi  on  a 
construit  des  tables  qui  permettent  de  trouver  rapidement 
toutes  les  lignes  trigonométriques  de  l'arc  qu'on  voudra. 

Nous  allons  exposer  les  principes  sur  lesquels  repose  la  cons- 
truction de  ces  tables,  ou  plutôt  qui  permettraient  d'effectuer 
celte  construction,  si  l'on  n'avait  pas  des  méthodes  plus  rapides 
dont  l'exposé  ne  peut  trouver  place  ici. 


(*)  11  faut  et  il  suf6t,  pour  que  ce  calcul  puisse  être  effectué,  que  le  nombre  n,  supposé 
entier,  soit  multiple  de  3. 
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Fig.  46 


158.  Théorème.  —  Le  nombre  qui  mesure,  avec  le  rayon  comms 
unité,  un  arc  positif  plus  petit  quun  quadrant,  est  compris  entre 
le  sinus  et  la  tangente  de  cet  arc. 

Soit  AM  (fig.  46)  un  arc  positif  plus  petit  qu'un  quadrant  ; 
sa  tangente  est  le  rapport  au  rayon  de  la  portion  AT  de  la 
tangente  géométrique  menée  à  l'origine  A  de  l'arc  et  com- 
prise entre  celte  origine  e! 
le  diamètre  qui  passe  par 
l'extrémité  M  ;  si  nous  me- 
nons la  tangente  MS  jusqu'à 
sa  rencontre  en  S  avec  le 
diamèlre  A'A,  il  est  évident 
que  MS  =  AT.  Replions  la 
demi-circonférence  A'MA  et 
la  tangente  MS  autour  de 
A'A  ;  nous  pourrons  ame- 
ner M  sur  son  symétrique 
M',  et  la  droite  MS  s'appli- 
quera sur  la  tangente  M 'S  en  M'  au  cercle  trigonométri- 
que.  Ainsi  M'S  =  MS.  Le  diamètre  AA'  est  perpendiculaire  sur 
le  milieu  P  de  la  droite  MM',  et  le  rapport  au  rayon  de  la  lon- 
gueur PM  est  le  sinus  de  l'arc  considéré.  La  corde  MM'  est  plus 
petite  que  l'arc  MM'  qui  lui-même  est  plus  petit  que  la  ligne 
brisée  enveloppante  MSM'  terminée  aux  mêmes  points.  Nous 
pouvons  donc  écrire 

corde  MM'  <  aie  MM'  <  M  S  +  MS', 
ou,  en  divisant  par  2, 

PM  <  arc  AM  <  MS. 
Mesurons,  avec  le  rayon  pour  unité,  ces  trois  longueurs,  et 
soit  x  la  mesure  de  l'arc  AM  ;  nous  aurons 

(1)  sin  x  <C  x  «<  tg  x; 

c'est  ce  qu'il  fallait  établir. 

159.  Corollaire.  —  Si  l'arc  mesuré  par  x  tend  vers  zéro,  le 
rapport  de  sin  x  à  x,  toujours  plus  petit  que  \,  a  pour  limite 
Vunité.  Divisons  en  effet  un  même  nombre  sin  x  par  les  trois 
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nombres  précédents;  il  est  clair  que  les  quotients  iront  en  dé- 
croissant puisque  les  diviseurs  croissent.  Ainsi 

sin  x       sin  x       sin  x 

sin  a?  x  tg# 

lier  rappo 
Par  suite, 


,,     .      sin  x  cos  x 

Le  dernier  rapport  peut  s  écrire : ou  cos  x. 

sin  a? 


sinz 

\    >  ^>  COStf. 

X 

sin  x  .  ,,      .  , 

On  voit  que  le  rapport est  compris  entre  1  unité  et  un 

nombre  cos  x  qui  tend  vers  1  quand  x  tend  vers  zéro.  Donc 

sin  x 

- a  aussi  pour  limite  l'unité. 

x 

2  sin  x 

160.  Remarque.  —  Le  rapport  — - —  a  aussi  l'unité  pour 

ÀX 

limite   puisqu'il   est   égal   au   précédent.    Il    en   résulte   que 

corde  MM'  ,,  , 

le  rapport — —  d  une  corde  a  l'arc  au  elle  sous-tend  a  pour 

arc  MM' 

limite  1  quand  l'arc  tend  vers  zéro. 

161.  Théorème.  —  Le  nombre  x  mesurant  un  arc  positif  plus 

x3 

petit  qu'un  quadrant,  la  différence  x  —  sin  x  est  plus  petite  que—-- 

x 
On  établit  ce  théorème  en  appliquant  le  précédent  à  l'arc  —  ; 

on  obtient 

xx  x 

(A)  sin-<¥<tg-. 

Considérons  d'abord  la  seconde  inégalité,  et  multiplions-en 

x 
les  deux  membres  par  le  nombre  positif  2  cos2—-  Elle  devient 

m 

X  XX 

x  cos2  —  <C  2  sin  —  cos  —  > 

puis,  successivement, 

x 
x  cos2  —  <  sin  x, 

2 

x  (  1  —sin3  —  j  <  sin  x, 
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x 
x  —  sin  x  <  x  sin2  —  • 

2 

a? 
Or,  la  première  inégalité  (A)  montre  que  sin2—  est  plus  petit 

que  —  ;  on  a  donc  a  fortiori 

(2)  x —  sin  x  <C  — ' 

comme  l'indique  l'énoncé  du  théorème. 

162.  Corollaire.  —  Le  premier  membre  de  l'inégalité  qui 
précède  est  positif;  nous  pouvons  donc  écrire 

x <[  sin  x  <  x. 

4 

Ainsi,  le  sinus  de  Varc  mesuré  'par  x  est  compris  entre  les  nom- 

*3 
ores  x et  x. 

4 

163.  Théorème.  —  Le  nombre  x  mesurant  un  arc  positif  plus 
petit  qu'un  quadrant,  cos  x  est  compris  entre 

x2  x2       x* 

•-ï     ««     i-ï+û- 

En  effet,  la  valeur  de  cos  a:  est  donnée  exactement  par  la 

formule  connue  (115) 

x 
cos  a?  =  1  —  2  sin2  —  • 

2 

Si,  dans  le  second  membre  de  cette  formule,  nous  remplaçons 
sin  —  successivement  par  un  nombre  trop  grand  puis  par  un 

nombre  trop  petit,  la  valeur  du  second  membre  sera  d'abord 

inférieure  puis  supérieure  à  cos  x.  On  obtient  les  deux  nombres 

x  x 

qu'il  convient  de  substituer  à  sin  —  en  appliquant  à  l'arc  —  le 

corollaire  précédent.  On  a  ainsi 

xx3         .xx 

2-32<Sm2<T 

x  x 

Remplaçons  d'abord  sin  —  par  —  ;  nous  aurons 

cosx  >  1—2  — i 
4 
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OU 

COS  X  >  1  —  — • 

X        x^ 
Substituons  ensuite  le  nombre  trop  petit,   — ■ — —  ;   nous 

obtenons 

n/x       xz\* 
cos*<l  —  2(  -  —  — 


Xz      .    X*  X* 

cos*<l-T  +  --2  —  - 


2       3-2, 

a?1 

_ 9. 

16'       ~32^ 


et,  a  fortiori, 

x2       #4 
cos  x  <  1  —  —  -h  —  • 
2       lo 

En  résumé, 

(3)  i__<cosa-<4-I  +  -, 

ce  qui  justifie  la  proposition. 


§  2.  —  Construction  des  tables  trigonométriques. 

164.  Calcul  de  sin  40".  —  Les  tables  donnent  directement 
les  logarithmes  des  sinus,  cosinus,  tangentes  et  cotangentes  de 
tous  les  arcs  de  dix  en  dix  secondes  depuis  zéro  jusqu'à  90°, 
Pour  les  construire  on  cherche  d'abord  sin  10". 

Appelons  a  le  nombre  qui  mesure,  avec  le  rayon  pour  unité, 
la  longueur  de  l'arc  de  10"  ;  la  double  inégalité  du  n°  162  ap- 
pliquée à  cet  arc  devient 

a3 

a <<  sin  «  <"  a. 

4 

Si  nous  prenons,  pour  valeur  de  sin  oc,  le  nombre  a  lui-même, 

a3 
il  est  clair  que  l'erreur  commise  n'atteindra  pas  ~y>   puisque 

a3 

sin  a  surpasse  a Commençons  par  chercher  une  limite 

4 

supérieure  de  cette  erreur. 

La  demi-circonférence,  dont  le  rapport  au  rayon  est  «,  con- 
tient 180  X  60  X  6  ou  64800  fois  l'arc  de  10"  ;  on  a  donc 
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648002  ==  -a        ou  bien 

a==  64800 

Il  en  résulte 

3.2 
a<64ÔÔ0        °U 

32 
640000' 

î  bien 

1 
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Par  suite, 


2.10* 

a3  1  1 

1  <  32. \0i2  <  2.1013' 


L'erreur  s  commise  en  prenant  *  pour  valeur  desin  a  est  donc 
plus  petite  qu'une  demi-unité  du  treizième  ordre  décimal.  Nous 
calculerons  donc  %  avec  treize  chiffres  décimaux  exacts.  La 
division  de  r.  par  64800  donne 

a  =  0,0000484813681  4-  z', 
en  appelante  un  nombre  plus  petit  qu'une  demi-unité  du  trei- 
zième ordre  décimal:  pour  avoir  sin  a  il  faut  retrancher  de  x 
le  nombre  inconnu  z;  si  nous  prenons  pour  valeur  de  sin  r 

0,0000484813681, 
l'erreur  commise     z'  —  e    sera  la  différence  de  deux  nombres 

1 

plus  petits  que  ,         •    elle  sera  donc  elle-même  plus  petite 

que  cette  fraction. 

Nous  ne  connaissons  pas  le  sens  de  cette  erreur  puisque  z  est 
un  nombre  inconnu. 

165.  Calcul  de  cos  10".  — Appliquons  à  l'arc  x  la  double  iné- 
galité (3;  du  n°  163  ;  elle  devient 

a2                                      y-         a4 
1 <  COS  ï<l 1 

2  ^10 

a2 

Si  donc  nou^  prenons     1  — -     pour  valeur  de  cos  a,  1  erreui 

,  a'' 

commise  sera  plus  petite  que  — -  ;  or  on  a 

16 

ai<ï6iôs      oubien      S<2^gJî^<: 
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a- 

Nous  pouvons  donc  pousser  le  calcul  de  1  —  —jusqu'au  dix- 
huitième  chiffre  décimal. 

a2 

Le  nombre  1  —  —  est  trop  petit  ;  il  convient  alors  de  le  cal- 
culer  par  excès  afin  que  l'erreur  du  calcul  ne  s'ajoute  pas  à  celle 

a2 

qui  provient  de  ce  qu'on  remplace  cos  a  par  \  —  —•  Pour  cela, 

a2 
il  faut  calculer—  par  défaut;  calculons  as  avec  dix-neuf  chif- 
fres décimaux,  et  opérons  par  la  multiplication  abrégée;  nous 
devrons  placer  le  zéro  qui  représente  les  unités  du  multiplica- 
teur sous  le  vingt-unième  chiffre  décimal  du  multiplicande  ; 
mais  comme  le  multiplicateur  a  ses  quatre  premières  décimales 
nulles,  son  premier  chiffre  significatif  sera  placé  sous  le  sei- 
zième chiffre  décimal  du  multiplicande;  il  suffit  donc  de  con- 
naître a  avec  seize  chiffres  décimaux  exacts.  On  trouve 
a  =  0,00004  84813  68110  9...., 
or  =  0,  00000  00023  50443  0338,  par  défaut, 

\  -  0,  00000  00011  75221  526  4-  t, 

2 

a2 
cos  a  =  1  -  -  +  s'  -  0,  99999  99988  24778  474  -f-  (e'  —  e). 

Dans  ces  valeurs,  t  désigne  un  nombre  inférieur  à  l'unité  du 
dix-huitième  ordre  décimal,  et  e'  un  nombre  plus  petit,  on  l'a 
vu  plus  haut,  qu'une  demi-unité  de  cet  ordre.  Il  est  aisé  de  voir 
que  le  nombre  e  surpasse  une  demi-unité  du  même  ordre,  de 
sorte  que  la  correction  e' — e  est  négative.  Si  donc  on  prend 
pour  valeur  de  cos  10'  le  nombre 

0,99999  99988  24778  474, 
on  commet  une  erreur  par  excès  plus  petite  qu'une  unité  du 
dix-huitième  ordre  décimal. 

166.  Calcul  des  cosinus  et  sinus  des  arcs  de  10"  en  10*.  — 
Formules  de  Thomas  Simpson.  —  Connaissant  les  valeurs  de 
cos  10"  et  de  sin  10",  on  calculera  cos  20"  et  sin  20",  puis  cos  30" 
et  sin  30",  etc.  par  les  formules 

cos  (a  -+- 10")  =  cos  a  cos  10"  —  sin  a  sin  10", 
sin  (a-f-  10")  =  sin  a  cos  10"+  cos  a  sin  10", 
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uans  lesquelles  on  donnera  à  a  successivement  les  valeurs  10', 
20",  etc. 

Ces  calculs  sont  longs  :  on  doit  faire  deux  multiplications 
pour  obtenir  chaque  nouvelle  valeur.  De  plus  on  est  obligé  de 
calculer  simultanément  les  cosinus  et  les  sinus,  puisque  pour 
toute  valeur  du  nombre  entier  m,  cos  m  10*  et  sin  m  10"  en- 
trent dans  les  valeurs  de    cos(nH-l)  10"    et  de    sin  (»i  +  l)  10*. 

Les  formules  de  Simpson,  que  nous  allons  établir,  permet- 
tent de  simplifier  les  calculs.  Appliquons  les  formules  (5)  et 
7)  du  n°  136  aux  arcs  (m+l)a  et  (m —  i)o,  a  étant  l'arc 
de  10",  nous  obtenons 

cos  (m  -4- 1)  a  -f-  cos  (m  —  1)  a  =.  2  cos  ma.  cos  a , 

sin  (m  -H  l)a-i-  sin  (m  —  1)  a  =  2  sin  ma.  cos  a. 

Or  cos  a  est  un  nombre  décimal  dont  les  huit  premiers  chiffres 

décimaux  sont  des  9;  nous  abrégerons  les  multiplications  en 

posant 

2  COS  a  =  2  —  k,  d'où  &=2(1 — COS  a); 

si  l'on   prend   pour  cos  a   la  valeur  trouvée  plus  haut  pour 

a2 

1  —  —  >  on  a 

2 

A-  =  x8  =  0,  000000002350443  053 
par  défaut,  à  moins  d'une  unité  du  dix-huitième  ordre  décimal. 
Les  formules  précédentes  deviennent,   quand  on  remplace 

2  cos  a  par  sa  valeur  2  —  k, 

cos  (m  -+■  1)  a  -+-  cos  (?«  —  1)  a  =  2  cos  ma  —  k  cos  ma , 
sin  (m -h  I) a -(- sin  (m  —  1)  y.  =  2  sin  ma  —  /c  sin  ma, 
ce  qu'on  peut  encore  écrire 

COS  (m  -t-  fa  —  COS  ma  =  COS  ma  —  COS  [m  —  l}a  —  k  COS  ma  , 
sin  [m  -+-  li  —  sin  ma  =  sin  ma  —  sin  (m  —  i)a  —  k  sin  ma  . 
Telles  sont  les  formules  de  Simpson. 

Remplaçons  a  par  10',  puis  donnons  à  m  successivement  les 
valeurs  1,  2,  3,  etc.  La  première  devient  successivement 
cos  20"  —  cos  10"  =  cos  10"  —  1  —  k  cos  10" , 
cos  30"  —  cos  20"  =  (cos  20"  -  cos  10")  —  k  cos  20', 
cos  40"  —  cos  30"  =  (cos  30"  —  cos  20";  —k  ces  20" , 
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usl  première  égalité  permet  de  calculer  cos  20" — cos  10",  puis- 
que tout  est  connu  dans  le  second  membre  ;  en  ajoutant  celte 
différence  à  cos  10"  on  a  cos  20".  La  seconde  fait  alors  connaître 
la  différence  cos  30"  —  cos  20",  et  en  l'ajoutant  à  cos  20", 
on  a    cos  30",    etc. 

On  voit  que  le  calcul  de  chaque  cosinus  exige  une  seule 
multiplication  ;  de  plus  le  multiplicateur  est  un  nombre  déci- 
mal qui  commence  par  huit  zéros,  circonstance  qui  abrège  le 
calcul. 

On  opère  de  la  même  manière  pour  construire  la  table  des 
sinus  ;  on  voit  qu'il  n'est  plus  nécessaire  de  construire  les  deux 
tables  simultanément. 

Il  est  inutile  d'aller  au  delà  de  45°  puisque  pour  toute  valeur 

de  a?,  les  arcs  45°  -ha:  et  45°  —  x  sont  complémentaires,  et  par 

suite. 

cos  (45°  -+-  x)  ~  sin  (45°  —  x) , 

sin  (45°  -+-  x  =  cos  (45°  —  x)  ; 

le  cosinus  et  le  sinus  de  45°  -h  x  sont  donc  connus. 

167.  Simplification.  —  Le  calcul  petit  encore  être  simplifié 

i 
à  partir  de  30°.  On  a,  en  effet,  en  remarquant  que  sin  30°  =  - 

(99), 

cos  (30J  -h  x)  —  cos  (30°  —  x)  =  —  2  sin  30°  sin  x  =  —  sin  x  , 
sin  (30°  +  i)  +  sin  (30°  —  x)  =  2  sin  30°  cos  x  =  cos  x , 
d'où  l'on  tire 

cos  (30°  -h  x)  =  cos  (30°  —  x)  —  sin  x , 
sin  (30°  -+-  x)  =  cos  x  —  sin  (30°  —  x) . 
Si  nous  donnons  à  x  successivement  toutes  les  valeurs  mul- 
tiples de  10",  depuis  10"  jusqu'à  quinze  degrés,  nous  pourrons, 
par  ces  formules,  calculer  le  cosinus  et  le  sinus  de  tous  les  arcs 
multiples  de  10",  compris  entre  30°  et  45°,  en  effectuant  sim- 
plement des  soustractions.  Nous  supposons,  bien  entendu,  que 
les  calculs  ont  été  faits  jusqu'à  l'arc  de  30°. 

Remarque.  —  Chaque  cosinus  ou  sinus  que  l'on  sait  trou- 
ver directement  constitue  une  vérification  du  calcul.  Outre 
ceux  que  nous  avons  indiqués  au  n°  99,  on  peut  en  obtenir  un 
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grand  nombre  en  utilisantles  formules  (11)  du  n"  119  et  (14)  au 
n°  123,  formules  qui  donnent  les  valeurs  du  cosinus  et  du  sinus 
de  la  moitié  d'un  arc  en  fonction  du  cosinus  ou  du  sinus  de 
cet  arc. 

168.  Calcul  des  tangentes  et  cotangentes  des  arcs  de  10" 
en  10".  —  On  obtient  la  tangente  en  divisant  le  sinus  par  le 
cosinus,  et  la  cotangente  en  prenant  l'inverse  de  la  tangente. 
La  table  des  tangentes  de  tous  les  multiples  de  10"  de  0rt  à  45° 
et  celle  des  cotangentes  de  ces  mêmes  arcs  se  déduiront  donc 
aisémentdes  résultatsobtenuspour  les  cosinus  et  pour  les  sinus 
11  n'y  aura  pas  de  nouveaux  calculs  à  faire  pour  les  arcs  qui 
surpassent  45",  puisque  l'on  a 

tg  (45°  -+-  x)  =  cotg  45°  --  x) , 
cotg  (45°  •+-  x)  =  tg  (45°  —  x) . 

Si  l'on  a  construit  la  table  des  logarithmes  des  cosinus  et 
sinus  de  tous  les  arcs  multiples  de  10"  et  compris  entre  0°  et 
90°,  les  divisions  seront  remplacées  par  des  soustractions  de 
logarithmes. 


§  3.  —  Disposition  et  usage  des  tables. 

169.  Diverses  tables  trigonométriques.  —  Il  existe  des 
tables  donnant  les  valeurs  naturelles  des  lignes  trigonométri- 
ques ;  mais  comme  les  calculs  se  font  presque  toujours  par 
logarithmes,  on  fait  un  plus  fréquent  usage  de  tables  qui 
donnent  les  logarithmes  des  lignes  trigonométriques.  Ce  sont 
ces  dernières  que  nous  allons  décrire. 

Les  logarithmes  des  lignes  trigonométriques  sont  des  nom- 
bres, en  général  incommensurables,  qu'on  est  obligé  d'évaluer 
avec  une  approximation  plus  ou  moins  grande.  Il  existe  des 
tables  qui  donnent  ces  logarithmes  à  moins  d'une  unité  déci- 
male du  4e,  ou  du  5%  ou  du  6e,  ou  du  7e  ordre  ;  on  choisira 
l'une  ou  l'autre  suivant  le  degré  de  précision  qu'on  peut  ou 
qu'on  veut  atteindre.  Les  tables  à  quatre  ou  cinq  décimales 
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suffisent  dans  les  applications  usuelles  de  la  trigonométrie  à 
l'arpentage,  à  la  physique,  etc.  Les  arcs  sont  alors  en  progres- 
sion arithmétique  de  raison  égale  à  une  minute  ou  une  demi- 
minute.  Pour  les  calculs  qui  exigent  plus  de  précision  on  em- 
ploie généralement  des  tables  à  sept  décimales  ;  la  dernière  a 
été  forcée  dans  le  cas  où  le  premier  chiffre  négligé  dans  le 
logarithme  est  au  moins  5.  Tous  les  logarithmes  sont  donc, 
dans  ces  tables,  approchés  par  défaut  ou  par  excès  à  moins 
d'une  demi-unité  du  septième  ordre  décimal. 

Dans  certaines  tables,  par  exemple  dans  celles  de  Callet,  on 
a  ajouté  10  à  la  caractéristique  dans  le  cas  où  elle  est  négative  ; 
elle  devient  alors  9,  8,  etc.  Il  faut  avoir  soin,  dans  les  calculs, 
de  rétablir  la  caractéristique  négative  1,  2,  etc. 

170.  Disposition  des  tables.  —  Les  tables  qu'on  emploie  le 
plus  généralement  étant  disposées  à  peu  près  de  la  même  ma- 
nière, nous  décrirons  seulement  celles  de  Callet. 

Chaque  page  contient  quatre  colonnes  de  logarithmes  dont 
les  titres  supérieurs  sont,  de  gauche  à  droite  :  sinus,  cosin., 
tang.,  cotang.  Les  titres  inférieurs  sont  cosin..  sinus,  colang. 
ettang.,  toujours  de  gauche  à  droite.  A  droite  de  chacune  des 
deux  premières  se  trouve  une  colonne  plus  petite  qui  contient 
en  regard  de  l'intervalle  qui  sépare  deux  logarithmes  consécu- 
tifs quelconques  la  différence  de  ces  logarithmes.  Comme  les 
logarithmes  de  la  quatrième  colonne  sont  respectivement  égaux 
aux  logarithmes  de  la  troisième  changés  de  signe,  la  différence 
entre  deux  logarithmes  de  l'une  de  ces  colonnes  est  la  même 
que  la  différence  entre  les  logarithmes  correspondants  de 
l'autre  ;  aussi  cette  différence  commune  est  indiquée  dans  une 
colonne  qui  a  pour  titre  dif.  com.  et  qui  est  placée  entre  la 
troisième  et  la  quatrième  colonne  de  logarithmes. 

De  zéro  à  44  degrés,  les  degrés  sont  indiqués  en  haut  de  la 
page,  les  minutes  dans  une  première  colonne  à  gauche  et  les 
secondes  à  côté  des  minutes.  La  lecture  se  fait  en  descendant, 
de  sorte  qu'on  doit  lire  les  titres  supérieurs  et  ne  pas  s'occuper 
des  titres  inférieurs. 
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A  partir  de  45  degrés  jusqu'à  89,  les  degrés  sont  marqués  en 
bas  de  la  page,  les  minutes  et  les  secondes  qui  peuvent  y  être 
ajoutées  sont  à  droite  de  la  page.  La  lecture  se  fait  en  montant* 
on  doit  donc  tenir  compte  des  titres  inférieurs  seulement. 

Les  colonnes  de  différences  permettent  d'éviter  la  soustrac- 
tion qu'on  devrait  faire  pour  connaître  la  différence  entre 
chaque  logarithme  et  le  suivant,  c'est-à-dire  la  différence  tabu- 
laire; on  sait  qu'elle  correspond  à  un  accroissement  de  10  se 
condes  dans  l'arc.  Pour  les  sinus  et  les  tangentes  qui  sont  des 
fonctions  croissantes  de  l'arc,  les  logarithmes  croissent  quand 
on  lit  la  table  de  façon  que  l'arc  croisse.  On  peut  regarder  la 
différence  entre  un  logarithme  et  le  suivant  comme  positive.  On 
la  regardera  comme  négative  s'il  s'agit  d'un  cosinus  ou  d'une 
cotangente,  puisque  ces  fonctions  sont  décroissantes  quand 
l'arc  croît  de  zéro  à  90  degrés.  Comme  les  logarithmes,  ces  dif- 
férences sont  exprimées  en  unités  du  septième  ordre  décimal. 

Nous  verrons  plus  loin  que  pour  calculer  le  logarithme  du 
cosinus,  ou  du  sinus,  etc.  d'un  arc  qui  ne  se  trouve  pas  dans  la 
table,  on  applique  la  règle  dite  des  parties  proportionnel/es,  qui 
consiste  à  regarder  l'accroissement  ou  la  diminution  du  loga- 
rithme comme  proportionnelle  à  l'accroissement  de  l'arc.  On 
est  ainsi  conduit  à  faire  une  multiplication  pour  obtenir  le  lo- 
garithme demandé;  on  serait  conduit  à  faire  une  division  dans 
le  cas  où,  connaissant  le  logarithme,  on  chercherait  l'arc. 
Beaucoup  de  tables  contiennent  en  marge  des  tableaux  indi- 
quant les  produits  de  chaque  différence  tabulaire  par  0,1, 
0,2, ,0,9.  Ces  tableaux  permettent  de  remplacer  la  multi- 
plication et  la  division  dont  on  vient  de  parler  par  de  simples 
additions  ou  soustractions;  ils  sont  très  commodes  quand  on 
possède  l'habitude  des  calculs  logarithmiques.  Mais  l'expé- 
rience nous  a  montré  que  leur  maniement  est,  pour  les  débu- 
tants, une  source  de  nombreuses  erreurs  :  aussi  nous  leur 
conseillons  de  ne  pas  s'en  servir. 

Les  tables  ne  contiennent  que  des  arcs  compris  entre  zéro 
et  90  degrés  ;  il  est  clair  que  si  l'on  veut  trouver  une  ligne  tri- 
gonométrique  d'un  arc  qui  ne  serait  pas  compris  dans  ces  li- 


1;^  TABLES    TKI0ONOMÊTKÏQURS 

mites,  on  commencerait  par  le  ramoner  au  premier  quadrant 
(102,  103). 

171.  Usage  des  tables.  —  Deux  problèmes  peuvent  se  pré- 
senter :  1°  on  donne  un  arc,  trouver  le  logarithme  de  l'une 
quelconque  de  ses  lignes  trigonométriques  ;  2°  on  donne  le  lo- 
garithme de  Tune  quelconque  des  lignes  trigonométriques. 
trouver  l'arc.  Nous  donnerons  deux  exemples  de  chacun  de  ces 
problèmes. 

Premier  i'ROBlème.  —  I.  Trouver  log  tg  37°  7'  43", 84. 

Cherchons  le  log  tg  de  l'arc  immédiatement  inférieur  à  l'arc 
donné  et  qui  se  trouve  dans  la  table.  Nous  trouvons 

logtg  37°  7'  40"  =  i,  879  1283 
avec  une  différence  tabulaire  de  437.  Il  faut  trouver  l'augmen- 
tation du  logarithme  qui  correspond  à  un  accroissement  de 
3", 84  dans  l'arc.  Nous  admettons  pour  cela  que  ces  deux  va- 
riations  sont  proportionnelles  et  nous  faisons  le  raisonnement 
suivant  : 

Si  Tare  croît  de  10",  le  log  tg  croît  de  437. 

Si  donc  l'arc  croît  de  1",  le  log  tg  croît  de  43,7. 

Et  si  l'arc  croît  de  3",84,  le  log  tg  croit  de  43,7  X  3,84. 

La  règle  à  suivre  est  donc  de  diviser  par  10  la  différence  ta- 
bulaire, puis  de  multiplier  le  quotient  par  la  différence  entre  l'arc 
donné  et  l'arc  immédiatement  inférieur  de  la  table. 

Le  produit  43,7  X  3,84  est  égal  à  167,808.  Il  ne  faut  y  con- 
server que  la  première  décimale  :  car  l'incertitude  sur  les  chif- 
fres qui  suivent  est  complète.  On  prendra  donc  ici  pour  partie 
complémentaire  du  logarithme  167,8. 

11  y  a  avantage  h  conserver  ce  chiffre  8  qui  représente  des 
unités  du  huitième  ordre  décimal  parce  qu'en  le  conservant,  on 
obtient  une  plus  grande  précision  dans  le  calcul.  La  différence 
tabulaire  437  est,  en  effet,  la  différence  de  deux  nombres  qui 
peuvent  être  approchés,  dans  des  sens  différents  ;  l'approxima- 
tion est  pour  chacun  d'eux  d'une  demi-unité  du  septième  ordre 
décimal  ;  437  n'est  donc  connu  qu'à  moins  d'une  unité  de  cet 
ordre,  et  43,7  à  moins  d'une  unité  du  huitième  ordre  décimal. 
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Le  produit  do  ce  nombre  par  3,84  est  approché,  par  défaut  ou 
par  excès,  à  moins  de  3,84  unités  du  huitième  ordre,  c'est-à- 
dire  à  moins  de  0,384  unités  du  septième  ordre.  La  partie  com- 
plémentaire  exacte  est  donc  comprise  entre  167,808  —  0,384 
et  167,808  +  0,384  et  a  fortiori  entre  t67,4  et  168,2.  Si  l'on 
prenait  pour  valeur  de  celte  partie  complémentaire  le  nombre 
entier  167,  l'erreur  pourrait  surpasser  l'unité  du  septième  ordre 
décimal  ;  si  l'on  prenait  168.  elle  pourrait  encore  atteindre  près 
de  0,6;  mais  en  prenant  167,8,  il  est  certain  que  l'erreur  com- 
mise n'atteint  pas  0,4,  l'unité  étant  toujours  celle  du  septième 
ordre  décimal  (*). 

Il  importe  de  disposer  soigneusement  le  calcul.  Nous  recom- 
mandons aux  élèves  de  séparer  par  un  petit  intervalle  les  trois 
premières  décimales  des  quatre  suivantes.  Quand  on  conserve 
une  huitième  décimale  il  faut  la  séparer  par  un  point  des  sept 
premières.  Ces  précautions  ont  pour  but  de  faciliter  l'inscrip- 
tion dans  une  même  colonne  verticale  des  chiffres  qui  repré- 
sentent des  unités  du  même  ordre,  lorsqu'on  doit  additionner 
plusieurs  logaritbmes. 

Voici  comment  il  convient  de  disposer  le  calcul  dans  le  pro- 
blème actuel: 

Calcul  de  log  tg  37°  7'  43",84 

Log  tg  37"  7  40"         =  1,879     1283       D  =  437 
pour    3",84  .    .    .       167.8 

Log  tg  37°  7' 43",84    =    1,879     1450.8 
On  procédera  exactement  de  la  même  manière  pour  trouver 
un  log  sin. 

II.  Soit  encore  à  trouver  log  cos  36°  51'  3",91.  —  On  procé- 
dera de  la  même  manière;  seulement  la  partie  complémen- 
taire relative  à  3",9i  devra  être  retranchée.  Voici  la  disposition 
du  calcul  : 


(*)  Ce  raisonnement  suppose  exacte  la  règle  des  parties  proportionnelles.  Si  l'on  vou- 
lait avoir  l'erreur  complète  qui  affecte  le  logarithme,  il  faudrait  ajouter  à  l'erreur  qui 
précède  celle  qui  provient  de  ce  que  la  règle  des  parties  proportionnelles  est  fausse  ; 
celle  dernière  n'atteint  pas  une  unité  du  septième  ordre  décimal. 
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Calcul  de  log  cos  36°  51'3",9l 

Log  cos  36°  51'  0"        =  1,903    2031       D  =  158 
pour    3\91  .   .  —  61  8. 


Logcos36°51'3",91    =    1,903     1969.2 

Le  produit  15,8X3,91  est  égal  à  61,778;  nous  prenons 
comme  partie  complémentaire  à  retrancher  61,8 

On  procède  de  la  même  manière  pour  trouver  un  log  cotg. 

Second  problème.  —  1.  Quel  est  l'arc  du  premier  quadrant 
dont  le  log  tg  a  pour  valeur  1,776  5190  ?  Cherchons  dans  la 
table  des  log  tg  le  logarithme  le  plus  approché  par  défaut  de 
celui  qui  est  donné.  Nous  trouvons 

1,776  4816,  qui  correspond  à  30°  52' 0". 

La  différence  tabulaire  est  478  et  correspond  à  un  accrois- 
sement d'arc  de  10";  il  faut  trouver  à  quel  accroissement  d'arc 
correspond  une  augmentation  dans  le  log  tg  égale  à  la  diffé- 
rence entre  le  logarithme  donné  et  celui  de  la  table  :  cette  dif- 
férence est  374  ;  on  fait  le  raisonnement  qui  suit  : 
Si  le   log  croît  de  478,  l'arc  augmente  de  10% 

10" 
Si  donc  le  log  croît  de  1,  l'arc  augmente  de  — -> 

478 

10"  X  374 

Et  si  le  log  croît  de  374,  l'arc  augmente  de — - —  ou  7",82. 

478 

La  règle  à  suivre  est  donc  de  multiplier  par  10  la  différence 
entre  le  logarithme  donné  et  celui  de  la  table  et  de  diviser  le  pro- 
duit par  la  différence  tabulaire.  On  cherche  le  quotient  à  moins 
de  0",01.  Le  calcul  se  dispose  de  la  manière  suivante  : 

Calcul  de  l'arc  x. 

Logtgz  =    1,776     5190 

Log  tg  30°  52'  0"    =    1,776     4816     D  =  478 
pour     7",82     ...      374 
x  =  30°  52'  T,  82. 
On  ferait  un  calcul  analogue  si  l'on  connaissait  log  sin  x. 

IL  Soit  encore  à  trouver  tare  du  premier  quadrant  dont  le 
log  cos  vaut  1,682  4560.  Cherchons  dans  la  table  des  log  cos  le 
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logarithme  le  plus  approché  par  excès  de  celui  qui  est  donné  ; 
nous  trouvons 

ï,682  4802,  qui  correspond  à  61°  13'  30". 
La  différence  tabulaire  est  384.  Cherchons  à  quel  accroisse- 
ment d'arc  correspond  une  diminution  dans  le  log  cos  égale  à 
la  différence  entre  le  logarithme  donné  et  celui  de  la  table,  dif- 
férence qui  vaut  242  unités  du  septième  ordre  décimal.  Nous 
faisons,  pour  cela,  le  raisonnement  qui  suit  : 
Si  le  logarithme  diminue  de  384,  l'arc  croît  de  10". 

10" 
Sidoncleloffarithmediminue  de  1,  l'arc  croîtde— —  . 
c  384 

I0"X242 
Et  si  le  logarithme  diminue  de  242,  l'arc  croît  de  — — — ou  6", 30. 

La  règle  à  suivre  n'est  pas  modifiée.  On  dispose  le  calcul  de 
la  manière  suivante  : 

Calcul  de  l'arc  x. 

Log  cos  61°  13' 30"   =   ï,682     4802     D  =  384 
Log  cos  x  =    1,682    4560 

pour    6",30  242 

x  =  61°  13'36":30. 
On  opère  de  la  même  manière  si  l'on  donne  un  log  cotg. 
Si  l'on  donnait  un  log  sec  ou  un  log  cosec,  on  le  changerait 
de  signe,  et  on  aurait  un  log  cos  ou  un  log  sin  ;  on  serait  donc 
ramené  à  l'un  des  cas  précédents. 

172.  Remarque  suk  la  règle  des  parties  proportionnelles. 
—  Nous  avons  admis  la  proportionnalité  des  variations  de 
l'arc  et  du  logarithme  quand  l'accroissement  de  l'arc  n'atteint 
pas  10  secondes;  cette  hypothèse  n'est  pas  conforme  à  la 
réalité,  mais  l'erreur  qui  en  résulte  n'atteint  pas,  en  géné- 
ral, une  unité  du  septième  ordre  décimal.  Cependant  cette 
erreur  pourrait  surpasser  l'unité  du  septième  ordre  pour  le 
logarithme  du  sinus  ou  de  la  tangente  d'un  arc  compris  entre 
zéro  et  5  degrés  et,  par  suite,  pour  le  logarithme  du  cosinus  ou 
de  la  cotangente  d'un  arc  compris  entre  85  et  90  degrés.  C'est 
pourquoi,  quand  l'un  de  ces  cas  se  présente,  on  doit  consulter 
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une  table  spéciale  qui  donne  les  log  sin  et  les  log  tg  de  seconde 
en  seconde  pour  les  arcs  plus  petits  que  o  degrés.  Dans  le  cas  où 
l'arc  donné  n'est  pas  un  nombre  entier  de  secondes,  on  applique 
la  règle  des  parties  proportionnelles  à  une  variation  d'arc  infé- 
rieure à  1  seconde.  L'erreur  commise  est  alors  toujours  infé- 
rieure à  l'unité  du  septième  ordre  décimal. 

Tables  à  cinq  décimales.  —  Les  tables  à  cinq  décimales 
donnent  les  logarithmes  des  lignes  trigonométriques  de  minute 
en  minute  pour  le  premier  quadrant.  La  disposition  et  l'usage 
de  ces  tables  sont  les  mêmes  que  si  les  logarithmes  avaient 
sept  décimales;  on  peut  appliquer  la  règle  des  parties  propor- 
tionnelles pourvu  que  l'arc  ne  comporte  pas  de  fraction  de  se- 
conde, parce  que  l'erreur  commise  est  en  ce  cas  inférieure  à 
une  unité  du  5e  ordre  décimal.  La  différence  tabulaire  corres- 
pond à  un  accroissement  de  1*  dans  l'arc;  il  en  résulte  que 

1 

pour  i"  la  différence  logarithmique  sera  le  —  de  ladiftérence 

tabulaire.  Voici  un  exemple  : 

Soit  à  trouver  log  te  37°  7' 43".  On  trouve  dans  la  table 


log  tg  37-  7  =  1,87895 

D  =  27 

pour  43"                    19 

43X2 

55 19,... 

logtg  37°7'43"  =  1,87914 

Soit  encore  à  trouver  l'arc  x  dont  le  log  cos  est  égal  à 
1,682-46.  On  cherche  dans  la  table  le  log  le  plus  approché  par 
excès  ;  on  trou  ve 

log  cos  61°  13'  =  \M^m  _       a„ 

°  D  =  23 

log  cos  a-  =  1,08246 


pour  30".  .  .  .  14 

x  =  61°  13'  36" 


14X60  =36,. 
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Disposition  et  usage  des  tables  trigonométriques  dans 
le  cas  où  l'arc  est  exprimé  en  grades.  —  Voici  la  dis- 
position des  tables  à  cinq  décimales,  qui  sont  suffisantes 
dans  beaucoup  de  cas.  Chaque  page  contient  quatre  colonnes 
principales  ayant  pour  titres  respectifs  :  en  haut,  Sin,  Tang, 
Gotg,  Cos  ;  en  bas,  les  mêmes  titres  en  ordre  inverse  ;  ces  co- 
lonnes sont  séparées  par  d'autres  plus  étroites  ayant  pour  titres 
a  ou  D  et  donnant  dans  chaque  interligne  la  différence  entre 
les  logarithmes  indiqués  dans  les  lignes  voisines.  Si  Tare  donné 
est  inférieur  à  50  grades,  le  nombre  de  grades  est  indiqué  en 
haut  de  la  page  ;  les  minutes  centésimales  à  y  ajouter  sont  in- 
diquées dans  une  colonne  à  gauche;  la  lecture  se  fait  en  des- 
cendant ;  il  n'y  a  pas  de  colonne  pour  les  secondes,  la  règle  des 
parties  proportionnelles  pouvant  être  appliquée  aux  secondes 
sans  affecter  la  cinquième  décimale  du  logarithme  ;  aussi  les 
tables  à  cinq  décimales  ne  donnent  les  logarithmes  directs  que 
de  minute  en  minute. 

Si  l'arc  donné  est  au  moins  égal  à  50  grades,  il  faut  lire  le 
nombre  de  grades  qu'il  contient  au  bas  delà  page  ;  les  minutes 
adjointes  sont  indiquées  dans  une  colonne  à  droite,  et  la  lec- 
ture se  fait  en  montant. 

L'application  de  la  règle  des  parties  proportionnelles  qui 
consiste  à  admettre  que  l'accroissement  ou  la  diminution  du 
logarithme  est  proportionnelle  à  l'accroissement  de  l'arc  est  ici 
très  simple  ;  la  différence  tabulaire  correspond  à  un  accroisse- 
ment de  100 secondes  centésimales  dans  l'arc;  il  suffit  donc  de 
la  diviser  par  100  pour  avoir  la  différence  qui  correspond  à  un 
accroissement  d'une  seconde  et  on  en  conclut  l'accroissement 
qui  correspond  à  un  nombre  quelconque  de  secondes.  On 
trouve  en  marge  de  chaque  page  les  produits  par  les  9  premiers 
entiers  des  différences  tabulaires  indiquées  dans  cette  page  ; 
on  est  donc  dispensé  de  faire  des  multiplications;  mais  il  faut, 
si  l'on  a  une  addition  à  faire,  avoir  soin  de  mettre  chaque  pro- 
duit partiel  à  son  rang.  Voici  deux  exemples. 
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Premier  exemple.  —  Quel  est  le     log  cos  58T  72'  26"  ? 
On  trouve  dans  la  table 

log  cos  58^72'         =T,78099 

pour         0'26"  —  2  A  =  ° 

0,09X26=2,34 

log  cos  58T  72*26"  =7,78097 
(Il  faut  se  rappeler  que  le  cosinus  et  la  cotangente  décroissent 
quand  l'arc  du  premier  quadrant  croît.) 

Second  exemple.  —  Quelestl'arcdontle  logtg  vaut  1,23467? 

On  cherche  dans  la  table  des  log  tg  le  log  le  plus  approché 
par  défaut  (ce  serait  par  excès  s'il  s'agissait  d'un  cosinus  ou 
d'une  cotangente)  du  logarithme  donné.  On  trouve  1.23io6, 
qui  correspond  à  10T82". 

Pour  calculer  le  nombre  de  secondes  qui  correspondent  à  la 
différence  11  entre  ces  deux  'ogarithmes,  on  remarque  que  !a 
différence  tabulaire  41  correspond  à  un  accroissement  de  100" 
dans  l'arc;  une  différence  de  1  dans  le  log  correspond  à  un 

accroissement  de  — : —  et  une  différence  de  il  à  un  accroisse- 
41 

ment  de La  règle  est  donc  de  multiplier  par  100  la 

différence  trouvée  et  de  diviser  par  la  différence  tabulaire. 
Voici  le  tableau  du  calcul: 

log  tg  aè  =  1^23467 


log  tg  10*,82'  =  1,23456  2fi0 

pour         27"  1 1 

x  =  10*82'  27". 


1100 
;0 

4C 
12 


A  =  41 


26,8 


On  force  le  chiffre  des  unités  des  secondes  quand  le  chiffre 
des  dixièmes  est  au  moins  5. 

Remahque.  —  La  règle  des  parties  proportionnelles  n'est  pas 
applicable  aux  4  premiers  grades  pour  le  sinus  et  la  tangente 
et  par  suite  aux  4  derniers  pour  le  cosinus  et  la  cotangenle 
quand  l'intervalle  est  d'une  minute;  on  peut  alors  se  servir  de 
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tables  donnant  les  logarithmes  des  arcs  de  10  en  10  secondes 
centésimales. 

La  règle  à  suivre  pour  trouver  le  nombre  de  secondes  com- 
plémentaires est  de  multiplier  par  10  la  différence  entre  le  log 
donné  et  le  log  de  la  table  et  de  diviser  le  produit  par  la  diffé- 
rence tabulaire.   Elle  se  démontre  comme  la  règle  précédente. 
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i.  Trouver  les  limites  vers  lesquelles  tendent  les  expressions  sui- 
vantes : 

1  —  cos  x 


pour 

x  =  0. 

tg  X 

1  — cotg  X 

1  —  tg» 

pour 

4 

(1  —  sin  x)2 
cos  x 

pour 

2 

sin  mx 

pour 

x  =  0. 

sin  px 

sin  x  —  sin  < 

z 

pour 

x  =  a. 

tg  a?  —  tg  a 

sin  2x  —  sin 

2a 

pour 

x ■■=.  a. 

tg  x  —  tg 

a 

cos  x  —  eos 

a 

pour 

x  =z  a. 

tg  x  —  tg  a 

cos  2x 

pour 

1C 

x  =  — • 

4 

cos  x  —  cos 

T 

2.   Résoudre  à  l'aide  des  tables  trigonométriques  les  équations 

87,8472  a;2  — 98,16oo  x  +  15,7859  =  0, 

0,135489  a-2  — 82,0215  x  —  2838,234  =  0, 

1 5,5496  œ2  —  14,02365  x  —  97,4362  =  0  , 

x*  sin  a  —  2a;  cos  a  -j-  sin  a  =  0        avec        a  =  37°  15'  28",6. 

DESSBNON.    —    TR1GOS-  10 
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3.  Quels  sont  les  angles  x  satisfaisant  à  l'équation 

cos  x  =  — -  sin  19°  14'  27"  +  —  cos  19°  14'  27"? 
355  971 


4.   Trouver  tous  les  angles  x  satisfaisant  à  l'équation 

0.00238  J/sin3  a  cos5  p 
cos3  (ix  —  lo°)  = 


dans  laquelle 

a  =  213°  58'  43"  y  =  158°  51'  49" 

ji  =    98°  41' 57"  ô  =  239°  43'    8". 


CHAPITRE    VII    O 


DÉRIVÉES    DES    FONCTIONS    CIRCULAIRES 


§  1.  Dérivées  des  fonctions  circulaires  directes.  —  §  2.  Dérivées  des  fonctions 
circulaires  inverses.  —  §  3.  Applications  des  dérivées. 


§  1.  —  Dérivées  des  fonctions  circulaires  directes. 

173.  Définitions.  —  Rappelons  quelques  définitions  données 
en  algèbre. 

Soit  f  (x)  une  fonction  quelconque  de  la  variable  x.  Donnons 
à  x  une  valeur  x{,  puis  un  accroissement  h  positif  ou  négatif;  la 
fonction/-^)  prendra  d'abord  la  valeur  f  (xt) ,  puis  la  valeur 
/  xl  ■+-  h);  l'accroissement  de  cette  fonction  quand  x  passe  de 
la  valeur  x,  à  la  valeur  x{  -+-  h  est  la  différence  positive  ou 
négative 

f(xt  -+■  h)  —f(xi). 

Si  col  accroissement  tend  vers  zéro  en  même  temps  que  h 
on  dit  que  la  fonction  considérée  est  continue  pour  x  =  xt. 

Une  fonction  est  dite  continue  dans  l'intervalle  de  a  ai 
lorsqu'elle  est  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises 
dans  cet  intervalle. 

•Jiiand  une  fonction  f(x)  est  continue  pourx=.x1,  le  rapport 
f{xl-hh)  —  f(xl) 
h 
de  l'accroissement  de  la  fonction  à  l'accroissement  correspon- 

—      ■  ■  ■  ■  .,-■■■■-—  ■     ■      ■ — i —  i  --  -  ■  ■  .    . .         .,-■■■■,,     ,    .« 

C)  Ce  chapilre  peut  être  laissé  de  côté  par  les  candidats  au  baccalauréat. 
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danl  de  la  variable  tend,  en  général,  vers  une  limite  finie  et 
déterminée  quand  h  tend  vers  zéro.  On  appelle  fonction  dérivée, 
ou  simplement  dérivée  de  f(x)  une  certaine  fonction  f  (x)  qui, 
pour  chaque  valeur  #,  de  x,  prend  une  valeur  égale  à  la  limite 
vers  laquelle  tend  le  rapport  précédent  quand  h  tend  vers  zéro 
suivant  une  loi  quelconque. 

La  fonction  dérivée  d'une  fonction  continue  donnée  peut  ne 
pas  exister;  mais  nous  établirons  qu'elle  existe  pour  toutes  les 
lignes  trigonométriques  d'un  arc  variable  ;  ces  lignes  sont  évi- 
demment des  fonctions  de  cet  arc.  On  les  appelle  fonctions  cir- 
culaires. 

Les  règles  qui  permettent  de  trouver  la  dérivée  d'une  somme, 
d'une  différence,  d'un  produit,  d'une  puissance,  d'un  quotient 
ou  d'une  racine  ont  été  établies  dans  le  Cours  d'Algèbre;  nous 
les  admettrons  ici. 

Nous  rappellerons  enfin  la  règle  relative  à  la  dérivée  d'une 
fonction  de  fonction.  Si  y  est  une  fonction  de  la  variable  m,  qui 
est  elle-même  fonction  de  x,  y  est  appelée  une  fonction  de 
fonction  ;  on  peut  trouver  la  dérivée  de  y  par  rapport  àa;en 
multipliant  la  dérivée  de  y  par  rapport  à  u  par  la  dérivée  de  u 
par  rapport  à  x,  pourvu  toutefois  que  ces  dérivées  existent. 
Cette  règle  se  traduit  ordinairement  par  l'identité 

y'x  =  y'uxwx, 

qui  est  elle-même  une  conséquence  de  l'identité  évidente 

by       A//       Au 

Aa?       A  m      &x 
dans  laquelle  ±y,  Au  et  A#  sont  les  accroissements  correspon- 
dants des  variables  y,  u  et  x. 

174.  Dérivée  du  cosinus.  —  Considérons  la  fonction  y  de 
l'arc  définie  par  la  relation 

y  =  cos  x, 
dans  laquelle  x  est  le  nombre  qui  mesure,  avec  le  rayon  pour 
unité,  un  arc  variable. 

Donnons  à  la  variable  x  une  valeur  particulière  xt  ;  la  fonction 
y  prendra  une  valeur  correspondante  y,  donnée  par  la  formule 
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y,  =  cos  x, . . 
Donnons  maintenant  à  l'arc  un  accroissement  positif  ou  né- 
gatif h;  le  cosinus  prendra  un  accroissement  correspondant  k, 
et  nous  aurons 

yt  •+■  k  =  cos  (a>,  -+-  h)\ 
en  retranchant  membre  à  membre  les  deux  égalités  précé- 
dentes, nous  obtenons 

k  —  cos  (ar,  -h  h)  —  cos  xl. 
Remplaçons  cette  différence  de  cosinus  par  un  double  produit 
de  sinus  (136), 

k  =  —  2  sin  (a?j  -+-  ih)  sin^h. 

Quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  à  a?,,  il  est  visible  que 
le  second  membre  tend  vers  zéro  avec  h  :  car  le  facteur 
sin  [xl  +  \h)  reste  uni  et  le  facteur  sin \h  tend  vers  zéro.  Donc 
la  fonction  cos  x  est  continue  pour  toute  valeur  de  la  variable. 

Divisons  les  deux  membres  par  l'accroissement  h  de  la  va- 
riable ;  nous  aurons 

k  _        2  sin  (a?j  -+-ih)  sinih 

ce  qu'on  peut  écrire,  en  divisant  haut  et  bas  par  2, 

k  sin\h 

_  =  __sm(a?t  +  iA)_; 

Faisons  maintenant  tendre  vers  zéro  l'accroissement  h  ;  le 
nombre  ±h  tendra  aussi  vers  zéro  et  le  rapport  du  sinus  au 
nombre  qui  mesure  l'arc  aura  pour  limite  l'unité  (159).  Le  pre- 
mierfacteur  du  second  membre  sin  (ar, -Hi/i)  a  évidemment 
pour  limite    sin  a?,. 

Nous  pouvons  donc  écrire 

k 
lim  -  = —  sin  x.. 
h 

Or,  cette  limite  est  la  valeur  que  prend  pour  x  =  a?t  la  fonc- 
tion —  sin  x.  Donc  la  fonction  cos  x  admet  une  dérivée  qui  es\ 
—  sin  x. 

175.  Remarque.  —  Avant  de  donner  à  une  variable  un  accrois- 
sement h,  il  est  indispensable  d'avoir  attribué  à  cette  variable 
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une  valeur  particulière.^);  c'est  la  valeur  que  nous  avons  ap- 
pelée av  Mais  le  raisonnement  est  indépendant  de  cette  valeur, 
et,  à  la  fin,  on  supprime  l'indice  pour  avoir  la  fonction  dérivée. 
C'est  pourquoi,  d'ordinaire,  on  n'écrit  pas  cet  indice,  ce  qui 
revient  à  sous-entendre  qu'on  a  attribué  à  x  une  valeur  parti- 
culière. Le  résultat  du  calcul  est  alors  la  dérivée  cherchée,  et 
non  une  valeur  de  cette  dérivée. 

Dans  ce  qui  suit  nous  adopterons  cette  manière  moins  cor- 
recte, mais  plus  brève,  de  présenter  le  raisonnement. 

176.  Dérivée  du  sinus.  —  Posons 


y  =  sin  x,  et         x  =  — —  u. 


Nous  aurons 


- 


y  =  sin  \  -  —  u  |  =  cos  u. 


Nous  pouvons  obtenir  la  dérivée  de  y  par  rapport  k  x  en  re- 
gardant y  comme  une  fonction  de  fonction,  et  en  appliquant  la 
règle  rappelée  plus  haut.  La  dérivée  de  y  par  rapport  à  u  est 

—  sin  u:  celle  de  u  par  rapport  à  a?  est  —  1,  puisque  u  =  -x  —  %- 

On  a  donc,  en  adoptant  les  notations  habituelles, 

y'x  —  y'u  x  u'x  —  — sin  u  x  (-  *)  = sin  u  — cos  x- 

Ainsi  la  fonction  sin  x  admet  une  dérivée  qui  est  cos  x. 
On  peut  le  voir  directement  en  cherchant  la  limite  du  rap- 
port 

sin  (x  -h  h)  —  sin  a:  , .  2  cos  (x  -h  \h)  sm\h 

1       ou  bien        : r > 

h  n 

quand  h  tend  vers  zéro.  Le  numérateur  de  ce  rapport  tend 

évidemment  vers  zéro  avec  h,  quel  que  soit  x.  Donc  la  fonction 

sin.  #  est  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable. 

Écrivons  ce  rapport  de  la  manière  suivante  : 

Ivsin|A 
cos  (x  -h  in) — —  > 


(*)  C'est  ainsi  que,  pour  construire  une  tangente  à  une  courbe,  on  commence  par 
prendre  sur  cette  courbe  un  point  fixe  autour  duquel  on  fait  tourner  une  sécante  jusqu'à 
ce  qu'un  second  point  d'intersection  avec  la  courbe  vienne  se  confondre  avec  le  premier. 
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et  faisons  tendre  h  vers  zéro  ;  il  est  visible  que  cette  expression 
a  pour  limite  cos  x. 

177.  Démonstration  géométrique.  —  Soit  AM  (fig.  47)  l'arc  x, 
MM'  l'accroissement  h.  La  projection  sur  Taxe  des  cosinus  A'A 

du  contour  MOM'a  pour  valeur 

cos  (x  -t-  h)  —  cos  x  ; 

mais  cette  projection  est  égale 

à  celle  de  la  résultante   MM'  ; 

nous  avons  donc  à  trouver  la 

limite  du  rapport 

Pr.  MM"' 
arc  MM'* 

quand  cet  arc  tend  vers  zéro. 
Ce  rapport  est  égal  au  produit 


Fig.  47 


Pr.  MM' 


MM' 


X 


MM' 


arc  MM'  ' 


or  on  a  vu  (160)  que  le  rapport  de  la  corde  à  l'arc  qu'elle  sous- 
tond  a  pour  limite  l'unité  quand  l'arc  tend  vers  zéro.  Il  nous 
reste  donc  à  évaluer  la  limite  du  rapport  de  la  projection  du 
segment  MM'  à  ce  segment  lui-même.  Ce  rapport  est  égal  (20)  à 
la  projection  du  segment  4-1  pris  sur  la  direction  MM',  c'est- 
à-dire  au  cosinus  de  l'un  quelconque  des  angles  que  fait  cette 
direction  avec  l'axe  des  cosinus.  Pour  en  trouver  un,  nous  me- 
nons la  bissectrice  Oz  de  l'angle  MOM';  l'angle  A,  svaut  x-+-±h. 
Nous  faisons  tourner  autour  du  point  I  où  0;  rencontre  MM'  la 
direction  Is  d'un  angle  positif  droit  ;  alors  elle  s'applique  sur  la 

direction  MM'.  L'angle  cherché  est  donc  x-hih-\~  —  •  On  a  par 

z 

conséquent 


et 


lim 


Pr.  MM' 

— =  cos 

MM' 
Pr.  MÏÏ' 


±h 


i) 


cos    X 


MM' 
C'est  la  dérivée  de  cos  x. 


=  —  sin  x. 
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Si  l'on  projette  le  même  contour  sur  l'axe  B'B  des  sinus,  on 
trouve  pour  projection 

sin  {x  -+-  h)  —  sin  x  , 
et  l'on  est  conduit  à  chercher  la  limite  du  rapport  de  la  projec- 
tion, sur  l'axe  des  sinus,  du  segment  MM'  à  ce  segment  lui- 
même;  on  ohtient  évidemment 


Pr.  MM'         .     /  .       tc\ 

,      =  sin  [x  -h±h  -h  — 
MM'  V  2/ 


MM' 

En  passant  à  la  limite,  on  a  pour  la  dérivée  de  sin  x 


sin  (a?-*-—  j  ou  bien  cos  x. 

178.  Dérivée  de  tg  x.  —  La  fonction  tg#  est,  par  définition, 

le  quotient  de  sin  x  par  cos  x.  Si  l'on  se  rappelle  que  la  dérivée 

u  .        u'v  —  v'u  ..  .     ,,  .   . 

du  quotient  —  a  pour  valeur .  on  voit  que  la  dérivée 

v  u2 

,     sin  x 

de sera 

cos  x 

cos  x.  cos  x  h-  sin  x.  sin  x  . .  1 

ou  bien 


cos2  x  cos2  x 

On  peut  aussi  l'obtenir  directement,  en  cherchant  la  limite 

du  rapport 

tg  (x  ■+■  h)  —  Igx 

h 

quand  h  tend  vers  zéro.  Le  numérateur  peut  s'écrire  successi- 
vement 

s\n{x-\-h)      sin  #  sin  (x  -H h)  cos  x  —  cos  {x 4- h)  sin  x 

: n '     ou    ;: 7 1^ — — ' 

cos  [x  ■+■  h)      cosar  cos  {x  -h  h)  cos  x 

ou  enfin 

sin  h 


cos  (x  -+-  h)  cos  x 

Il  tend  vers  zéro   avec  h  pourvu  que  cos  x  ne  soit  pas  nul. 
Donc  la  fonction  t. g  x  est  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  x 

excepté  pour    x  =  k-k  -+-  —  • 
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Le  rapport  de  l'accroissement  de  la  fonction  à  l'accroisse- 
ment de  la  variable  peut  s'écrire 

sin  h  1 

h        cos  x  cos  (x  -+-  h) 
Si  h  tend  vers  zéro,  il  est  évident  que  cette  expression  a  pour 

l 

limite  — : — 5  comme  on  l'a  trouvé  plus  haut, 
cos'  x 

179.  Dérivées  de  sec  a?,  de  coseca?  et  de  cotgar.  —  Ces  déri- 
vées sont  moins  souvent  utilisées  que  les  précédentes.  On  les 
obtient  d'ailleurs  sans  difficulté. 

La  sécante  est  l'inverse  du  cosinus  ;  la  dérivée  du  quotient 

1  sin  x 

a  pour  valeur  — - — 

cos  x  cos2  x 

La  cosécante  est  l'inverse  du  sinus  ;  la  dérivée  du  quotient 

1  —  cos  x 

- est  — — 

sin  x  sin2  x 

COS  X 

Enfin  la  cotanerente  est  égale  au  quotient 1  dont  la  dé- 

sin  x 

rivée  a  pour  valeur 

—  sin  x.  sin  x  —  cos  x.  cos  x  ,  .  —  1 

ou  bien 


sin2  x  sin2  x 

La  fonction  sec  x  est  .continue  pour  toutes  les  valeurs  de  * 

excepté  pour  x  =  kiz-\-  —  ;   cosec  x  et  cotg  x  sont  continues 

pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable  excepté  pour  x  =  kn. 

§  2.  —  Dérivées  des  fonctions  circulaires  inverses. 

180.  Dérivée  de  arc  cos  x.  —  Nous  avons  défini  (84)  les 
fonctions  circulaires  inverses  et  nous  avons  vu  qu'à  un  cosinus 
donné  correspondent  une  infinité  d'arcs;  choisissons  l'un 
d'eux,  et,  par  exemple,  l'arc  compris  entre  zéro  et  w;  cet  ar« 
existe  et  il  est  unique,  à  condition,  bien  entendu,  que  le  cosi- 
nus donné  x  soit  compris  entre  -+-  1  et  —  4.  La  fonction 
arc  cos  x  est  alors  bien  déterminée;  désignons-la  par  y,  et 
appelons  k  l'accroissement  de  y  qui  correspond  à  un  accrois- 
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sèment  arbitraire  h  donné  à  x.  Nous  pouvons  écrire 

y  =  arc  cos  x,        d'où     x  =  cos  ?/, 
y-hk  =  arc  cos  (a?  -+-  /<). 

A-  =  arc  cos  (a?  -n-h)  —  arc  cos  x, 

k arc  cos  (a:  -+-  h)  —  arc  cos  x 

h  (a?  -4-  h)  —  x 

Or,  on  a  vu  (174)  que  le  rapport  de  l'accroissement  d'un 
cosinus  à  l'accroissement  correspondant  de  l'arc  tend  vers  une 
limite  qui  est  le  sinus  de  l'arc  précédé  du  signe  — .  Le  rap- 
port inverse  tend  donc  aussi  vers  une  limite  qui  est  l'inverse 
de  la  précédente.  Ici  l'arc  est  y  ;  on  a  donc  pour    h  =  0, 

..       k  i  1 

lim.  -  = = 

h  sin  y 


v/1  —  x* 

Nous  prenons  seulement  le  signe     -+-     devant  le  radical 
puisque  sin  y  est  positif. 

Soit  Om  (fîg.  48)  le  segment  qui  a  pour  mesure  le  cosinus 
donné  x.  Les  arcs  qui  admettent  ce  cosinus  sont  les  arcs  ter- 
minés aux  deux  points  M  et  M, 
symétriques  par  rapport  à  l'axe 
des  cosinus;  soit  mm'  le  seg- 
ment dont  lu  mesure  est  h.  A  cet 
accroissement  correspond  pour 
tous  les  arcs  terminés  en  M.  l'ac- 
croissement négatif  MM'  ;  tous 
ces  arcs  ont  donc  la  même  déri- 
Pig.  48  vée,  qui  est  celle  qu'on  vient  de 

trouver.  Pour  les  arcs  terminés 
en  M,  on  peut  appliquer  le  raisonnement  qui  précède;  en 
appelant  y  l'un  d'eux,  on  voit  que  sa  dérivée  est  encore 
1  .    . 


mais  ici 


sin  ,v 
cun  de  ces  arcs  est  donc 


sin  y  =  —  /i 
1 


la  dérivée  de   cha- 


v/1  -x2 
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En  résumé,  les  arcs  ayant  pour  cosinus  la  variable  x  ad- 
mettent deux  dérivées  de  somme  nulle. 


181.  Remarque.  —  Les  formules  qui  donnent  tous  les  arcs 
ayant  x  pour  cosinus  permettent  de  prévoir  ce  résultat.  Soit  a 
l'un  d'eux,  le  plus  petit  arc  positif  par  exemple  ;  tous  les  autres 
sont  compris  dans  la  formule 

y  =  2fozdiza. 

Prenons  les  dérivées  des  deux  membres  par  rapport  à  x; 
nous  obtenons 

y'x  =  ±  ?-'x, 

puisque  la  constante  2&-  a  une  dérivée  nulle.  Ainsi,  y  a  deux 
dérivées  de  même  valeur  absolue  et  de  signes  différents. 

182.  Dérivée  de  arc  sin  x.  —  Considérons  l'arc  compris 
entre  —  '-  et  -f--  admettant  x  pour  sinus  ;  nous  aurons, 
en  employant  les  notations  babituelies, 

y  =  arc  sin  x,         d'où     x  =  sin  y9 

y  -^  À-  =  arc  sin  (x  -f-  h), 

k  =  arc  sin  'x-+-  h)  —  arc  sin  x. 

h  _  arc  sin  'x  +  h)  —  arc  sin  x 
h  (x-^h) — x 

Le  calcul  fait  au  n°  176  montre  que  l'inverse  de  ce  dernier 
rapport  tend  vers  une  limite  égale  au  cosinus  de  l'arc  qui  est 
ici  y.  Donc,  pour     h  =  0, 

,.       k  1  1 

hm.  -r  = 


h       cos  y       -4-Yi  —  x'2 

Soit  0/j  [fig.  49y  le  segment  qui  a  x  pour  mesure  :  les  arcs 
qui  ont  x  pour  sinus  sont  les  arcs  terminés  en  M  et  M..  Quand 
on  donne  à  x  l'accroissement  h  représenté  par  pp',  cbacun  des 


loi 
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arcs  terminés  en  M  prend  l'accroissement  positif  MM';  les  dé- 
rivées de  ces  arcs  sont  égales  à 
celle  qu'on  vient  de  trouver.  Les 
arcs  terminés  en  M,  ont  un  cosi- 
nus négatif  égal  à  —  v/1  --  a?2  ; 
l'accroissement  commun  de  tous 
ces  arcs  est  négatif  et  égal  en 
valeur  absolue  au  précédent. 
Leur  dérivée  commune  est 

1 


Fig.  49 


v/1  —  X* 


En  résumé,  les  arcs  ayant  pour  sinus  la  variable  x  admet- 
tent deux  dérivées  de  somme  nulle. 

183.  Remarques.  —  On  peut  prévoir  ce  résultat  en  partant 
des  formules  qui  comprennent  tous  les  arcs  y  admettant  x 
pour  sinus;  soit  a  l'un  d'eux;  tous  les  autres  sont  compris 
dans  la  formule 


y  =  Zkr.  4-  a, 

ou  dans  la  formule 

y  =  (2&  4-  1)  it  —  a, 


et,  en  ce  cas, 


et  alors 


y'  =  «' 


y  =  - 


On  pouvait  prévoir  aussi  que  les  dérivées  de  arc  sin  x  doi- 
vent être  les  mêmes  que  celles  de  arc  cos  x.  Supposons  que 
dans  les  figures  48  et  49  on  attribue  à  x  une  même  valeur,  puis 
un  même  accroissement  ;  il  esl>  clair  que,  après  une  rotation 
directe  d'un  angle  droit,  la  première  figure  deviendra  identique 
à  la  seconde;  les  accroissements  des  arcs  sont  donc  les  mêmes 
dans  les  deux  figures. 

On  obtiendrait  géométriquement  les  deux  dérivées  qu'on 
vient  de  trouver  par  le  calcul  en  raisonnant  comme  on  l'a  fait 
au  n° 177. 


184.  Dérivée  de   arc  tg  x.    —  Considérons  l'un  quelconque 
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t 

des  arcs  définis  par  l'équation 

y  =  arc  tg  x 
ou 

x  =  tg  y. 

Pour  un  accroissement  arbitraire  /*  donné  à  x,  tous  ces  arc9 
prennent  un  même  accroissement  k  et  l'on  a 


d'où 
et 


y  +  A;  =  arc  tg  (x  -+-  h), 
k  =  arc  tg  [x  -t-  h)  —  arc  tg  x 

k  _  arc  tg  {x  -h  h)  —  arc  tg  x 

h  (x  -+-  h)  —  x 

Mais  on  a  vu  (178)  que  l'inverse  de  ce  dernier  rapport  a  une 
limite  qui  est  l'inverse  du  carré  du  cosinus  de  l'arc.  Donc  pour 
h  =  0 

,.     k  '  i  1 

lim  -  =  cos"  f/  = 


h  sec2 y       1  +  x* 

Il  n'y  a  donc  qu'une  seule  dérivée  pour  tous  les  arcs  qui  ont 
x  pour  tangente,  et  cette  dérivée  est  positive,  ce  qui  provient 
de  ce  que  l'arc  et  la  tangente  varient  toujours  dans  le  même 

sens. 

185.  Remarque  I.  —  Bien  que  les  trois  fonctions  circulaires 
inverses  qu'on  vient  d'étudier  ne  soient  pas  des  fonctions  algé- 
briques, leurs  dérivées  sont  algébriques;  la  dernière  est  même 
rationnelle. 

On  démontre  en  algèbre  que  deux  fonctions  qui  ont  la  même 
dérivée  ne  peuvent  différer  que  d'une  constante.  Ces  fonctions 
sont  appelées  primitives  de  leur  dérivée  commune.  On  voit  que 
l'algèbre  seule  aurait  conduit  à  la  notion  des  fonctions  circu- 
laires inverses  quand  on  aurait  eu  à  résoudre  le  problème  sui- 
vant :  Quelles  sont  les  fonction*  primitives  des  fonctions  algé- 
briques   représentées  par 
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,      ,  _         et :• 

±  ^.1  _  xi  1  -h  X2 

186.  Remarque  II.  —  On  peut  obtenir  un  peu  plus  rapide- 
ment les  trois  dérivées  précédentes  en  utilisant  la  règle  connue 
pour  trouver  la  dérivée  d'une  fonction  de  fonction.  Mais  on 
doit  aussi  s'appuyer  sur  un  théorème  qu'on  établit  en  algèbre 
d'après  lequel  toutes  les  fois  qu'une  fonction  admet  une  déri- 
vée il  en  est  de  même  de  la  fonction  inverse. 

Pour  donner  des  exemples  de  cette  méthode  nous  l'appli- 
quons aux  trois  autres  fonctions  circulaires  inverses  ;  leurs 
dérivées  sont  beaucoup  moins  employées  que  les  précédentes. 

187.  Dérivées  de    arc  sec  x,  arc  cosec  x    et    arc  cotg  a;. 

1°  Soit  d'abord 

y  =  arc  secar,  d'où  sec?/  =  a?; 

il  en  résulte  successivement 
sin  y    ,  ,      cos2  y  cos2  y  1 

■</'  =  *>  y  = 


cos2?/  sin?/       rt/1 — cos2?/     ±  sec?/  v/sec2?/ —  1 

ou,  en  remplaçant  sec  y   par  x, 

1 
y  =  ±x\fx^ï' 

2°  Soit  ensuite 

y  =  arc  cosec  x,  d'où  cosecj/nj; 

—  cosv   ,  ,      sin2?/  sin2 y  I 

i.?/=iy= ?-= '"       = .; 

sin2?/  —cos?/    ±s/l—  sin2?/    ±  cosec?/  /cosec2//—! 

c'est-à-dire 


I 


y - 


±a?  y/a;2  —  1 

3°  Soit  enfin 

?/  =  arc  cotg  x,  d'où  cotg?/  =  a?; 

1  —  1  — 1 

y  =  **  y'  =  —  sm2?/=: 


sin2?/  cosec2?/       l-+-cotg2?/ 

Remplaçons  cotg  y  par  a?  ;  nous  obtenons  pour  la  dérivée 
cherchée 
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1 


]/  = 


i-H-r2 

Ces  trois  dérivées  donnent  lieu  à  des  observations  analogues 
à  celles  que  nous  avons  faites  au  sujet  des  dérivées  des  trois 
premières  fonctions  circulaires  inverses. 


§  3.  —  Applications  des  dérivées. 

488.  Théorème.  —  La  différence  entre  le  nombre  x,  qui  vie- 
sure,  avec  le  rayon  'pour  unité,  un  arc  positif  plus  petit  qu'un 
quadrant  et  so?i  sinus  est  inférieure  au  sixième  du  cube  rfex,. 

Nous  admettrons  pour  établir  cette  propriété  le  théorème  de 
Rolle,  qu'on  démontre  en  algèbre,  et  d'après  lequel  si  une  fonc- 
tion de  #,  nulle  pour  x  =  a  et  pour  x  =  b,  estcontinuepour 
toutes  les  valeurs  de  x  comprises  de  a  à  b,  si  en  outre  elle  pos- 
sède une  dérivée  déterminée  pour  toutes  ces  valeurs,  la  dérivée 
de  cette  fonction  est  nulle  pour  une  valeur  au  moins  de  x  com- 
prise entre  a  et  b. 

Il  s'agit  de  prouver  que  l'on  a,    x,  étant  compris  entre  zéro 

Tt 

et  —  > 
2 

x\  xl  —  sin  xl        1 

x.  —  sino\<[-r-  ou  bien  ; <Z  -^  ■ 

1  1         6  x\  6 

Appelons  A  la  constante  égale  au  premier  membre  de  cette 

dernière  inégalité,  c'est-à-dire  posons 

x,  —  sin  x, 


x% 

i 

ou  bien 


(a)  xt  —  sin  xt  —  \x*  =  0. 

Considérons  la  fonction 

x  —  sin  x — Aa;3 
qu'on  obtient  en  remplaçant  xt  par  x  dans  le  premier  membre 
de  l'égalité  qui  précède.  Cette  fonction  est  continue  pour  toutes 
les  valeurs  de  ar,  et  elle  possède  une  dérivée  bien  déterminée 
pour  toutes  ces  valeurs.  Elle  est  évidemment  nulle  pour   x  =  0 
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et  aussi  pour  x  =:  x,  d'après  l'égalité  (a).  Donc  sa  dérivée  est 
nulle  au  moins  pour  une  valeur  de  x  comprise  entre  zéro  et  x% 
et  que  nous  appellerons  a?2.  Cette  dérivée  a  pour  valeur 

1  —  cos  x  —  3A;r2  ou  bien  2  sin2|^  —  3Ax2  : 

et  puisqu'elle  s'annule  pour  x  =  a?a,  on  a 

2sin2ia?s  — 3Aa?J  =°> 
d'où  l'on  déduit 

_  2  sinHa\2  _  2  sin2-£-x2  _    1  /sin|a\^ 
=        3x\       =  12  (iar,)*  ~  6  {lxt 
Mais  ce  dernier  rapport  est  plus  petit  que  1  ;  on  a  donc 

1  1 

A  <  — >  c'est-à-dire  xt  —  sin  xt  <  -  x*, 

ce  qu'il  fallait  prouver  (*). 

189.  Développement  de  cos  x  et  de  sin  x  en  séries  convergentes. 

—  On  a  établi  eu  algèbre  la  proposition  suivante,  qui  résulte  immédiatement  de 
la  définitiou  de  la  dérivée  :  Si  la  dérivée  d'une  fonction  est  positive  pour 
toutes  les  valeurs  de  la  variable  comprises  dans  un  intervalle  déterminé, 
la  fonction  est  constamment  croissante  dans  cet  intervalle. 

Considérons  un  arc  X  positif  et  plus  petit  que   2iz  ;  il  est  évident  que  l'on  peut 
écrire 

1  —  cos  x  ]>  0. 
Considérons  la  fonction 

1  —  cos  X 
que  l'on  obtient  en  remplaçant   dans  le   premier  membre  de   cette  inégalité,  la 
valeur  particulière  x  par  une  variable  X;   les  fonctions  qui  ont  pour  dérivée  la 
fonction  considérée  sont,  en  appelant  C  une  constante  arbitraire, 
X  —  sin  X  +  C. 
Déterminons  C   de  telle  façon  que   la  fonction  qui  précède  soit  nulle  en  même 
temps  que  X  ;  il  suffit  évidemment  pour  cela  que  C  soit  nulle.  Alors  la  fonction 

X  —  sin  X 
ayant  sa  dérivée  positive  pour  toute  valeur  de  la  variable  comprise  entie  zéro 
et  2ic,  est  constamment  croissante  dans  cet  intervalle  ;  elle  est  nulle  pour  X  =  0  ; 
donc  elle  devient  et  reste  positive,  X  croissant  de  zéro  à  2tt.  Nous  pouvons  donc 
écrire 

X  —  sin  x  >  0. 
Dans  le  premier  membre  de  celle  inégalité,  remplaçons  x  par  X,  et  considérons 
les  fonctions  primitives  de  X  —  sin  X;  ce  sont 

X' 

r-  cos  X  4-  C. 

1.2  ~ 


(*)  Le  raisonnement  qui  précède   est  celui  qu'on  emploie  en  algèbre  pour  établir   la 
formule  des  accroissements  finis 
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Donnons  a  C  la  valeur  telle  que  cette  fonction  soit  nulle  pour  X  =  G,  c'est-à-dire 
la  valeur  —  1.  Alors  la  fonction 

X* 

—  +  cos  X  -  l, 

dont  la  dérivée  est  constamment  positive,  X  variant  de  zéro  à  2jt,  et  qui  part  de 

la  valeur  zéro  en  même  lemps  que  la  variable  est  constamment  positive  dans  cet 

iutervalle.  Par  suite,  on  peut  écrire 

x* 
(a)  — -  +  cos  X  —  1  >  0 . 

Le  même  raisonnement  répété  encore  deux  fois  conduit  aux  inégalités 

(?)  -^j  +  sin  x  -  X  >  0, 

M  TJJJ-cosx-Û  +  l>0- 

Admettons  un  instant  comme  établie  l'inégalité 

x'P  x'*P-2  x'*-' 

(X) cos  a; H -f-  i  >  0,     <  ) 

\°1       (4p)!  (ip  —  2 ;■!  T  (ip-  4)!  '       ^    '     Ki 

dans  laquelle  a;  a  la  valeur  que  nous  lui  avons  attribuée  d'abord.  Le  même  rai- 
sonnement nous  permettra  d'écrire  successivement 

x'P^1  xvP~l  xif'~3 

(£)    (^TT)!-9ina;-âp— ii!  +  [4p^r^!- +*>°> 

x\p+2  x:p  xip-2  xt 

X''P+3  XVP+1  X*-*  X* 

x''P+%  x''P+2  x'P 

^l^-^^-^-^+^l- -f^+i>0- 

Or,  cette  dernière  inégalité  ne  diffère  de  celle  que  nous  avons  admise  qu'en  ce 
que  p  y  est  remplacé  par  p  4-  1 .  Comme  l'inégalité  admise  est  vraie  pour  p=z  I . 
puisqu'elle  devient  alors  l'inégalité  (f),  elle  est  vraie  pour  p  =  2,  par  suite  pour 
p  —  3.  etc.  Elle  est  donc  générale.  Les  trois  inégalités  (e),  (Ç)  el  (t))  sont  dom 
vraies  aussi  pour  toute  valeur  de  p. 

Cela  posé,  remarquons  que  (o)  et  (Ç)  peuvent  s'écrire 

xi    ,    x>  x^P 

cos  x  <  1 _l- . 

4      O      I         /.    I 


1.2   '     4! 


ip)! 


.      .  X'-     ,     X*  .t*/» 

cosar>  1—  ■ A 


1.2  i!  ip  ! 

CoDsidérons  la  série 

x-    ,    xi  „  a;2? 

1.2   '     4!  ™        ;    (2p)!  — 


(*)  On  sait  que  la  nolalion    n  !  ,    qui   se  lit  factorielle   n,  représente     t  produit  de: 
premiers  nombres  entiers. 


DBSSENON.    —    TKIGON. 
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fclle  es!  ronvergente  pour  toute  valeur  de  x  :  en  effel,  sus  termes  semt  alterna- 
tivement positifs  et  négatifs,  et  il  est  aisé  de  voir  qu'à  partir  d'un  rerlaiu  rang, 
les  valeurs  absolues  des  ternies  décroissent  constamment  :  car  la  valeur  absolue 
du  terme  de  rang  p  +  1   se  déduit  de  celle   du   terme  précédent  en  multiplianï 

x~ 

celle-ci  par  — — ■ — ;   dès  que  2p  —  1   atteint  la  valeur  de  x,  cette  traction 

(2p-i)Jl> 
devient  et  reste  plus  petite  que  l'unité,  les  termes  décroissent  constamment  en 
valeur  absolue,  et,  de  plus,  le  ternie  général  tend  vers  zéro. 

Or,  on  sait  que  la  valeur  d'uue  pareille  série  est  un  nomhre  bien  déterminé 
compris,  comme  cos  x,  entre  la  somme  d'un  nombre  pair  quelconque  de  termes 
et  la  somme  d'un  nombre  impair  de  termes,  tous  ces  termes  étant  comptés  a  partir 
du  premier.  Donc  la  viteur  de  la  série  précédente  ne  peut  pas  différer  de  cos  a;. 
Aiusi 

— =i-5+£- ^-^m* 

On  démontre,  par  un  raisonnement  analogue,  que  l'on  a  rigoureusement 
x      x3      x*  p    x-P+* 

s,na;  =  T-^  +  oT- +  (-1)P(^+TÏÏ± 

On  s'appuie  pour  cola  sur  les  formules  (s)  et  (7)). 

190.  Remarques.  —  I.  L'iuégalité  (S)  peut  s'écrire 

x3 
x  —  sin  x  <  —  • 
6 

Nous  avons  ainsi  une  nouvelle  démonstration  du  théorème  énoncé  au  n°  188. 
II,  Les  inégalités  (a)  et  (y)  peuvent  être  écrites 


l-T<cosa;<l-T+- 


x* 
de  sorte  que  l'erreur  qu'on  commet  en  prenant  1  — —  pour  valeur  de  cos  x  est 

plus  petite  que  —  • 

III.  On  conçoit  quj  les  séries  précédentes  permettent  de  calculer  avec  l'ap- 
proximation qu'on  voudra  le  cosinus  et  le  sinus  d'un  arc  donné  quelconque,  et, 
par  suite,  toutes  les  lignes  trigonométriques  de  cet  arc.  On  sait  que  l'erreur  com- 
mise en  s'arrètant  à  un  ternie  quelconque  a  une  valeur  absolue  inférieure  à  celle 
du  premier  terme  négligé. 

191.  Développement  de  arc  tg  x  en  série  convergente.  —  On  a  vu 

\ 

que  la  dérivée  de  are  '.g  x  est  — ■ •  Effectuons  la  division  de  1  par  1  -+-#*,  et 

1  -f-  x* 

arrêtons-nous  au  termo  de  rang  /)  -\-  1  ;  nous  aurons 

=  i_    .*  +  ^._ +(_l)P,52;>_l_(_1)p-rl    a 


1  +  &  '  1  +  X1 

tuiisidérous  la  série 

1  -  r2+^*- +(-  \)P  xW  ± 

La  règle  de  couvergeace  appliquée  plus  haut  montre  que  cette  série  est  conver- 
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gente  pourvu   que   x   soit  eu  valeur  absolue  plus  petit  que  l'unité.  D'ailleurs  la 
somme  des  p  -f-  1  premiers  termes  de  celle  série  diffère  de  — — — -  d'une  quan- 

tilé  - qui  tend  évidemment  vers  zéro  quand  p  croît  indéfiniment.  On  a  donc 

1  +  X-  i  r 

pour  x  <  1  en  valeur  absolue, 

— —   =  1  —  a'4-x*  — +(— l)p  x~p  —  etc.  indéfiniment. 

i  -f-  d' 

Prenons  les  fondions  primitives,  nous  obtenons,  C  désignant  une  constante, 

arctS.T=C  +  --ar ■+-- +  (-i)P- ±  etc- 

'    1         3  ~  5  '    k  2p  -f  1 

Nous   pouvons  déterminer   la   constante   C   de  telle    façon    que    l'arc   soit  nul 


pour  x  =  0  ;  on  voit  que  tout  arc  compris  entre et 4-—  est  lié  a  sa  tan- 

4  4 

geutc  x  par  la  formule 

x       x3      x*                   .  t        »  z2P+1 
arc  tga;= +  (—  1      ; \~ 

1  3         o  ^ V        '     2p  -f  1  ^ 


192.   Calcul  de  it.  —  On  peut  étendre   cette  formule  au  cas  de  x  =  1  parce 

que  la  série  reste  convergente.  L'arc  qui  correspond  à  cette  valeur  de  x  est  _, 

4 
de  sorte  que 

~  1         1         1  l 

-  =  1-1  +  1-  -+ _i_  (_  ijP  — 1 —  ±  

4  3         5         7  ^  ™  2p  + 1 

On  peut,  à  l'aide  de  celle  formule,  calculer  u  avec  une  approximation  quel- 
conque ;  mais  on  pourrait  être  conduit  à  prendre  un  grand  nombre  de  termes.  On 
arrive  plus  rapidement  au  résultat  en  utilisant  des  relations  telles  que  les  sui- 
vantes : 

«111,1 

—  =  arc  tg.  —  -f  arc  tg  —  -f  arc  tg  —  +  arc  tg  —  • 

4  à  D  1  6 

Tt  \  1 

—  =z  arc  ta h  2  arc  Ig  — > 

4  °  7  -T  °  3 

-r.  i  \ 

—  =  •*  arc  fg arc  ts 

4  °  5  5239 

Dans  ces  relations,  faciles  a  vérifier,  il  s'agit  du  plus  petit  arc  positif  admettant 
la  tangente  indiquée. 

Les  séries  qui  donnent  les  valeurs  de  ces  ans  convergent  plus  rapidement 
que  celle  qui  est  écrite  plus  haut  ;  c'est-à-dire  que  si  l'on  calcule  dans  chacune 

d'elles  un  nombre  de  termes  relativement  petit,  on  obtient  11  avec    une   approxi- 

4 
mation  relativement  grande. 

Nous  avons  voulu,  par  les  exemples  précédents,  donner  une  idée  de  l'emploi  des 
séries  pour  représenter  une  fonction  qu'il  serait  impossible  d'exprimer  par  un 
nombre  limité  de  termes  algébriques. 
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EXERCICES    SUR    LE    CHAPITRE    VII 


1.  Trouver  les  dérivées  d'ordre  p  des  fonctions  suivantes  : 
y  =  cos2  x, 
y  =  sin2  x, 

y  =  <>XCOB9cos(a;  sin  0), 
y  =  exsin®  cos(x  siu  0), 
y  —  ^sinÔgin  (a,  sjn  q). 


2.  Trouver  les  dérivées  des  fonctions  suivantes  : 


y  =  arc  cos  (ax  —  \]{  —  a2  \/i  —  x*), 
y  =  arc  sin  (a  \/i  —  »*  +  #  v7*  —  a2)' 

a  -\-x 
y  ■=.  arc 


1  —  ou; 

dans  lesquelles  x  désigne  la  variable  et  a  une  constante.  On  eipli- 
quera  a  priori  les  résultats  obtenus. 

3.  Trouver  les  dérivées  des  fonctions 
y  =  arc  cos  (1  —  2a;2), 


y  =  arc  sin  %x  \J ' \  —  x2, 
y  =  arc  tg 


1  -  SC2 

y  =  arc  cos  (4a;3  —  3a;), 
y  =  arc  sin  (3a;  —  4a;3), 
3a;  —  a;3 

y  =  arclgr^i- 

Expliquer  a  priori  les  résultats  obtenus. 
4.  Trouver  les  dérivées  des  fonctions 


/\  +x 
y  =  arc  cos  w  — ^ — 

/l  —  x 
y  =  arc  sin  W     2      i 

^  =  arcl6\/TT5' 
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y  =  arc  cos>\(\]i  +  #  +  \/1  — #)t 
y  =  arc  sin-î(\/l  +  x —  /l  — a;), 

y  =  arc  tg  ! 

x 

Expliquer  a  priori  les  résultats  obtenus. 


5.  Éliminer  <p  entre  l'équation 
ax  by 


c*  =  0 


cos  cp      sin  <p 
eUcelle  qu'on  obtient  en  égalant  à  zéro  la  dérivée  du  premier  mem- 
bre par  rapport  à  <p. 

(On  résoudra  par  rapport  à  a?  et  y  ces  deux  équations,  et  on  aura 
immédiatement  les  valeurs  de  cos*  cp  et  sin2  cp,  qu'il  suffira  d'ajouter). 

6.  Même  question  en  supposant  que  l'équation  donnée  est 
ax         by 


sec  cp      tg  '[. 


CHAPITRE     VIII 


ÉQUATIONS    ET    FONCTIONS   TRIGONOM ÉTRIQU ES 


§  1.  ilésolulion  des  équations  trigonométriques.  — §2.  Résolution  des  systèmes 

d'équations  simultanées.    —  §  3.   Variations   de  quelques  fonctions  trigonométriques. 

:   i.   Résolution  de  qu  Iqu  s  mequations  trigonométriques. 


|  1.  —  Résolution  des  équations 
trigonométriques. 

193.  Définitions.  —  On  appelle  équation  trigonométrique  une 
égalité  renfermant  une  ou  plusieurs  lignes  trigonométriques 
d'arcs  inconnus  et  qui  n'est  satisfaite  que  pour  certaines  valeurs 
de  ces  arcs. 

Résoudre  l'équation,  c'est  chercher  toutes  les  valeurs  qu'il 
faut  attribuer  aux  arcs,  inconnus  pour  que  l'égalité  soit  satis- 
faite. Ces  valeurs  sont,  en  général,  en  nombre  infini,  mais  on 
les  regarde  comme  déterminées  quand  on  sait  trouver  sur  le 
cercle  trigonométrique  les  extrémités  des  arcs  qui  satisfont  à 
l'équation,  leur  origine  étant  fixée  préalablement. 

Il  ne  faut  pas  confondre  une  équation  et  une  identité  trigo- 
nométrique. Ainsi  l'égalité 

cos2  x  -+-  sin2  x  =  1 
est  satisfaite  pour  toutes  les  valeurs  de  l'arc  x  ;  cet  arc  peut  avoir 
pour  origine  et  pour  extrémités  tels  points  qu'on  voudra  du 
cercle  trigonométrique.  C'est  une  identité.  Mais  l'égalité 

1 

cos  X  =  - 
2 
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est  une  équation  qui  n'est  satisfaite  que  si  Tare  x  est  compris 
dans  la  formule 

x  =  2/;-±-- 
3 

Si  l'origine  de  ces  arcs  est  fixée,  ils  ne  peuvent  se  terminer 
qu'en  deux  points  du  cercle  trigonométrique. 

Toutes  les  l'ois  que,  comme  dans  l'exemple  qui  précède,  les 
arcs  satisfaisant  à  l'équation  se  terminent  en  un  nombre  fini 
de  point?,  le  problème  qui  consiste  ;'i  résoudre  l'équation  est  dit 
déterminé. 

Quand  une  équation  renferme  une  ou  plusieurs  lignes  trigo- 
nométriques d'un  seul  are,  le  problème  est,  en  général,  déter- 
miné; nous  considérons  comme  rentrant  dans  ce  cas  celui  où 
l'équation  renfermerait  plusieurs  arcs  liés  entre  eux  par  des  re- 
lations simples,  de  telle  sorte  qu'on  puisse  exprimer  immé- 
diatement toutes  leurs  lignes  trigonométriques  en  fonction 
des  iignes  d'un  seul  arc. 

194.  Méthode  générale  pour  résoudre  une  équation  trigo- 
nométrique. —  Si  l'équation  proposée  renferme  plusieurs  li- 
gnes trigonométriques  de  l'arc  inconnu,  on  commence  par  ex- 
primer toutes  ces  lignes  en  fonction  d'une  seule,  et  on  les 
remplace  par  leurs  valeurs  respectives  dans  l'équation  donnée. 
En  regardant  la  ligne  choisie  comme  une  inconnue  auxiliaire, 
le  problème  est  ramené  à  la  résolution  d'une  équation  algé- 
brique ordinaire  ;  après  l'avoir  résolue,  on  a  pour  l'inconnue 
auxiliaire  un  certain  nombre  de  valeurs.  Il  ne  reste  plus  qu'à 
chercher  les  arcs  qui  répondent  â  chacune  des  valeurs  trou- 
vées ;  c'est  le  problème  résolu  aux  nos  85  et  suivants. 

Ces  diverses  opérations  donnentlieu  à  plusieurs  observations 
que  nous  allons  faire. 

I.  D'abord  le  choix  de  la  ligne  trigonométrique  en  fonction 
de  laquelle  on  exprime  toutes  les  autres  n'est  pas  indifférent. 
Il  faut  faire  ce  choix  de  manière  à  éviter,  si  c'est  possible,  l'in- 
troduction de  radicaux  qu'il  faudrait  ensuite  faire  disparaître. 
On  sait,  en  effet,  que  quand  on  élève  à  une  certaine  puissance 
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les  deux  membres  d'une  équation,  on  a  une  équation  plus  gé 
nérale  que  la  première  ;  on  est  alors  obligé  de  soumettre  les 
solutions  obtenues  à  un  examen  spécial  afin  de  savoir  si  elles 
appartiennent  bien  à  l'équation  proposée  ou  si  elles  ont  été 
introduites  par  le  calcul.  Nous  rappellerons  à  ce  sujet  que 
toutes  les  lignes  trigonométriques  d'un  arc  s'expriment  ration- 
nellement en  fonction  de  la  tangente  de  l'arc  moitié  (132). 

II.  L'équation  à  laquelle  on  est  conduit  se  résout  comme  une 
équation  algébrique  ;  mais  l'inconnue  étant  ici  une  ligne  trigo- 
nométrique,  une  racine  obtenue  n'est  acceptable  que  si  elle 
est  comprise  parmi  les  valeurs  que  cette  ligne  trigonométrique 
est  susceptible  de  prendre.  Par  exemple,  si  cette  ligne  est  un 
cosinus  ou  un  sinus,  on  doit  rejeter  non  seulement  les  racines 
imaginaires,  mais  encore  toute  racine  réelle  dont  la  valeur  ab- 
solue surpasserait  l'unité. 

III.  11  peut  arriver  que  tous  les  arcs  qui  satisfont  à  l'équation 
ne  répondent  pas  au  problème  dont  cette  équation  est  la  traduc- 
tion. Par  exemple,  dans  un  grand  nombre  de  problèmes  l'arc 
cherché  ne  pourra  convenir  que  s'il  est  positif  et  inférieur  à 
une  demi-circonférence.  Quand  il  en  est  ainsi  on  commence  par 
chercher  tous  les  arcs  qui  satisfont  à  l'équation  et  on  choisit 
parmi  eux  tous  ceux  qui  remplissent  les  conditions  nécessaires 
pour  être  acceptables  ;  on  rejette  tous  les  autres. 

195.  Problème.  —  Résoudre  l'équation 

sin  x  =  tg2  x. 

sin  x 
Remplaçons  tgar  par  et  chassons  le  dénominateur  ; 

nous  obtenons  l'équation 

sin  x  cos*  x  =  sina  x, 

équivalente  à  la  première.  On  peut  l'écrire 

sin  x  (cos2  x  —  sin  x)  =  0, 

équation  qui  se  décompose  en 

sin  x  =  0  et  cos2  a?  —  sin  x  =  0. 

La  première  donne 

x  =  kn, 
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le  étant  un  nombre  entier  quelconque  positif  ou  négatif,  ou  bien 
étant  égal  à  zéro. 

Il  reste  à  résoudre  l'équation 

cos2  x  —  sin  x  =  0. 


Il  ne  faudrait  pas  remplacer  sin  x  par  sa  valeur  ±  v'1 — cos2  a?  : 
car  l'élévation  au  carré  qu'on  devrait  faire  pour  chasser  le 
radical  introduirait  les  racines  de  l'équation 
cos2  a?  +  sin  x  =  0. 
On  n'introduit,  au  contraire,  aucune  solution  étrangère  en 
remplaçant  cos2  a;  par  sa  valeur  en  fonction  de  sin  r,  ce  qui 
donne  l'équation 

1  —  sin2  a*  —  sin  x  =  0 , 
ou  bien 

sin2  a?  -h  sin  a?  —  1  =0. 

Cette  équation  du  second  degré  admet  deux  racines  réelles  de 
signes  différents.  Le  produit  de  leurs  valeurs  absolues  étant 
l'unité,  la valeurabsolue  de  l'une  est  supérieure,  celle  de  l'autre 
inférieure  à  1  ;  la  somme  des  deux  racines  étant  —  1,  c'est  la 
racine  négative  qui  a  la  plus  grande  valeur  absolue  ;  il  faut  donc 
la  rejeter,  non  parce  qu'elle  est  négative,  mais  parce  que  sa  va- 
leur absolue  surpasse  l'unité.  La  seule  racine  acceptable  est 

—  14-/5      ■ 

sin  x  = 

2 

On  arriverait  au  même  résultat  en  représentant  par  /"(sin  x) 
le  premier  membre  de  l'équation  et  formant  f{ — i)  et  f{i); 
on  trouve 

f(-\)  =  -i  et  fH-l)  =  -M. 

Ainsi  —  1  est  compris  entre  les  racines  tandis  que  -+-1  est 
extérieur  à  leur  intervalle.  La  racine  négative  est  donc  plus 
petite  que  — 1,  tandis  que  la  racine  positive  étant  inférieure  à 
1  doit  seule  être  acceptée. 

Pour  achever  le  problème,  on  cherchera  le  logarithme  de  la 
valeur  trouvée  plus  haut  pour  sin  x,  soit  en  calculant  d'abord 
yB" ,  soit  à  l'aide  d'un  angle  auxiliaire.  L'arc  de  la  table  des 
logarithmes   sinus  qui  correspond  au  logarithme  trouvé  est 
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38°  10'  2l",75.  Désignons  par  x  sa  mesure  avec  le  rayon  pom 
unité.  Tous  les  autres  sont  compris  dans  l'une  ou  l'autre  des 
formules 

SB  =  2/,-tt  4-  a  ,  X  =  (2kJ  4-  1)-  —  a. 

En  y  adjoignant  la  formule 

x  =  k~ , 
trouvée  plus  haut,  on  a  toutes  les  solutions  demandées. 

196.  Problème.  —  Résoudre  l'équation 
cos  x  =  m  cos  jr  , 
dans  laquelle  m  désigne  un  nombre  donné,  positif  ou  négatif. 

La  valeur  de  cos|a?   en  fonction  de  cos  x  est  (119) 

,      ,    /  1  -t-  COS  X 

cosi.s  =  ±\J 

Au  contraire,  cos  a?  s'exprime  rationnellement  en  fonction  de 
cosia\  C'est  donc  cos|#  qu'il  convient  de  prendre  pour  incon- 
nue auxiliaire.  On  sait  (114)  que 

cos  a?  =  dos?\x  —  sin2|-ar  =  2  cosH#  —  L 
L'équation  proposée  peut  donc  être  remplacée  par  l'équation 
2  o,o??\x  —  m  cos|ar  —  1=0, 
dont  les  racines  ont  pour  valeurs 

m  ±  sjm1  -+-  8 

cosl-r  = 

4 

Pour  toutes  les  valeurs  de  m,  ces  racines  sont  réelles  et  de 
signes  différents.  Le  produit  de  leurs  valeurs  absolues  étant  {, 
i'une  au  moins  de  ces  valeurs  absolues  est  plus  petite  que  1. 
Comme  la  somme  des  racines  est  \m,  celle  qui  a  la  plus  petite 
valeur  absolue  a  le  signe  de  — m;  elle  est  toujours  acceptable. 
Pour  que  l'autre  racine  le  soit  aussi,  il  faut  et  il  suffit  que 
1  et  —  1  soient  extérieurs  à  l'intervalle  des  racines.  Si  nous 
représentons  le  premier  membre  de  l'équation  par  /(cos-J-a?), 
nous  voyons  que  l'on  a 

/(—!)  =  1-4-  m  et  /   1)  =  t  —  m. 

Les  conditions  pour  que  les  deux  valeurs  de  cosj-ar  soient 
acceptables  sont  donc 

1  -+-  m  >>  0  avec  1  —  m  >>  0 
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c'est-à  dire 

—  1  <  m  <  1 . 

Il  faut  que  m  ne  soit  pas  extérieur  à  l'intervalle  de  —  1  à 

4-1. 

Dans  le  cas  particulier   ?n  =  l,    les  racines  ont  pour  valeurs 

cos|#  =  1  et  cosia?  = — j-. 

Les  valeurs  correspondantes  de  l'arc  \x  sont 

2x 
\x  =  2/fit        et        lx  =  2À--  ±  —  - 

o 

Les  valeurs  de  l'arc  x  sont  donc 

ar  =  4for         et        x  =  ildit  ±  — . 

Si  l'on  donne  m  =  —  t,  les  valeurs  des  racines  sont 
cos-l-rr  =  —  1         et        cos  i  a:  =  4-4-, 
et  les  valeurs  correspondantes  de  x  sont 

t  =  [ik  4-  2)*         et         a-  =  4Â'r  ±  — • 

Enfin  si  l'on  donne  à  m  une  valeur  quelconque  comprise 
entre  —  1  et  -h  1,  on  trouvera  deux  arcs,  terminés  l'un  sur 
le  premier,  l'autre  sur  le  second  quadrant,  ayant  pour  cosinus 
les  racines  de  l'équation  ;  si  a  désigne  le  premier  et  p  le  second, 
toutes  les  valeurs  de  x  répondant  au  problème  sont  données 
par  les  formules 

a?  =  4fotrb2a,  x  =  4/c/-db2p. 

Une  seule  de  ces  formules  subsiste  quand  m  n'est  pas  compris 
entre  — 1    et  -f-1. 

197.  Problème.  —  Trouver  tous  Les  arcs  compris  entre  zéro 
et  -  satisfaisant  à  l'équation      sec  x  —  "1  ^sin  x  h-  cos  x). 

1 

Remplaçons  secar  par et  cba-sons  le  dénominateur  ; 

cos  x 

nous  obtenons 

1=2  sin  x  cos  x  -+-  2  cos-  x. 

On  introduirait  des  solutions  étrangères  en  remplaçant  soit 

cos  x  par  sa  valeur  en  fonction  de  sin  x,  soit  sin  a;  par  sa  valeur 

en  fonction  de  cos  x.   Mais  si  l'on  remarque  que  2  sin  x  cos  x 

est  égal  à  sin  2x  et  que  2  cos2  x  =  1  -4- cos  ±x    (119,  formules 
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10),  on  voit  que  l'équation  peut  s'écrire 

sin  2a?  -h  1  -h  cos  2a?  =  1 , 
c'est-à-dire 

sin  2a?  -f-  cos  2a;  =  0. 
Elle  est  homogène  par  rapport  au  cosinus  et  au  sinus  de  l'arc 
inconnu  2a?.  Toutes  les  fois  qu'il  en  est  ainsi,  on  divise  tous  les 
termes  par  la  puissance  du  cosinus  ayant  pour  exposant  le 
degré  d'homogénéité,  et  l'équation  ne  contient  plus  que  la  tan- 
gente de  .l'arc  inconnu.  Dans  le  cas  actuel,  en  divisant  par 
cos  2a?,    on  obtient 

3- 


et  enfin 


tg  2a?  =  —  1,         d'où         2x  =  k*  -h  • 


,  «        3-rc 

x  —  k-  -+-  — - 
2        8 


Pour  avoir  les  arcs  de  cette  formule  compris  entre  zéro  et  «, 

il  faut  donner  à  k  les  valeurs  0  et  1  ;  les  arcs  demandés  sont 

3tt  u      3tc       7tt 

x  =  —         et         a?  = — | =  — 

8  2        8         8 

198.  Problème.  —  Résoudre  l'équation 

a  sin  a?  -\-  b  cos  a?  =  c, 
dans  laquelle  a,  b,  c  sont  des  nombres  ou  des  monômes  connus. 

En  posant    sin  a?  =  y,     cos  a?  =  z,     on  est  ramené  à  résou- 
dre le  système 

ay-hbz  =  c,  J/"-t-32  =  1, 

dont  les  solutions  réelles  sont  acceptables  puisque,  satisfaisant 
à  la  seconde  équation,  elles  ne  surpassent  pas  l'unité.  Voici 
deux  autres  procédés  : 

Premier  procédé.  —  Rendons  le  premier  membre  calculable 
par  logarithmes  à  l'aide  d'un  angle  auxiliaire  (150).  L'équation 

peut  s'écrire  sin  a?  h cos  a?  =  —  • 

a  a 

b  sin  o 

Posons  —  =  tg  <p  = 


a  cos  o 

et  prenons  pour  »  l'angle  compris  entre  zéro  et  u  qui  satisfait  à 
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celte  condition.  Il  y  en  a  un  et  un  seul,  quelles  que  soient  les 
valeurs  de  a  et  b.  En  remplaçani 
lénominateur,  l'équation  devient 


b  sin  ©  ,  .    , 

valeurs  de  a  et  b.  En  remplaçant  -  par  -  et  chassant   le 

a  cos© 


c 
•in  x  cos  9  -f-  cos  x  sin  ©  =  —  cos  ©, 

a 


c'est-à-dire 


c 
sin  far  -+-  ©)  =  —  cos  o . 
a 

c 

Après  avoir  calculé  le  logarithme  de  —  cos©,  qiu  nous  suppo- 
sons d'abord  positif,  on  le  cherchera  dans  la  table  des  log  sin. 
On  trouvera  ainsi,  quand  le  problème  est  possible,  un  arc  *; 
on  a  alors 

x  ■+-  ©  =  2/»-  -+-  j.  ou  bien  x  -h©  =  -  '  '  -h  1)  «  —  *• 

On  en  tire  les  valeurs  demandées  de  x  : 

X  =  2/cit  4-  a  —  tp  ,  x  =  (  -tic'  -f- 1)  il  —  ^  —  y. 

c 
Si  —  cos  ©  était  nésratif,  ce  nombre  n'aurait  pas  de  loga- 
a 

rithme  réel;  en  ce  cas  on  écrit  l'équation  de  la  manière  sui- 
vante : 

c 

sin  't.  —  x H-©>  = cos  ©  ; 

a 

ou  calcule  le  logarithme  du  second  membre  et  on  achève  le 

problème  comme  dans  le  premier  cas. 

Discussion. —  Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que 
c 
la  valeur  absolue  de   —  cos  ©    ne  surpasse  pas  l'unité:  cette 
a 

condition  suffit  :  car  si  elle  est  satisfaite,  on  peut  aller  jusqu'à 

la  fin  du  calcul.  Ainsi  la  seule  condition  de  possibilité  peut 

s'écrire 

c 
—  t  <  —  cos  ©  <  1 
a  ' 

du,  ce  qui  revient  au  même, 


—  cos2  o  <  1, 
a3 


i~i         EQUATIONS   ET   PONCTIONS   TRIGONOMÉTRIQUES 

Les  données  du  problème  étant  a,  b  et  c,  nous  devons  rem- 
placer cos3  ç  par  sa  valeur  en  fonction  de  ces  données.  La 
condition  peut  s'écrire 

a2 
c2  <:  — —  ,  ou  bien  c2  <  a2  sec2  <p, 

cos2  <p  T 

ou  enûn 

cs<a8(4-htgsf). 

Remplaçons   tg<p  par  sa  valeur  —  ;  nous  trouvons 

c2<a2  +  62. 

Telle  est  la  condition  demandée.  On  peut  remarquer  qu'elle 
n'est  pas  modifiée  si  l'on  change  le  signe  d'une  ou  plusieurs 
des  quantités  a,  b,  c. 

Les  deux  séries  d'arcs  obtenus  ne  sont  distinctes  que  si  l'on 
a  c2-<rt2-f-62.  Dans  le  cas  où  c2  est  égal  à  a2-}-62,  elles  se 

f      ,  .  ,    c  cos  cp 

confondent,  et  suivant  que  la  valeur  de I  est -1-  1  ou  —  1, 

a 
les  valeurs  de  x  sont 


ou  bien 


11 

x  =  SA*  h-  - 


11 
*  =  2foe--_ 


Second   procédé.  —  Nous  n'introduirons    pas    de    solution 

étrangère  en  remplaçant,  comme  on  l'a  dit  plus  haut  (194,1), 

x 
cos  ./    et    sinac   par  leurs  valeurs  en  fonction  de   tg  —  \    ces 

valeurs  sont  (122,  126 

1—  tgHx  .  2tgi* 

cos  x  = °  ,  sin  a?  =  2      • 

1-MgHz  l-htg2ia? 

En  les  substituant  dans  l'équation  donnée,  on  a 

2tgi*      ,  bi  —  tg3JJ_c 


l-MgHz  l-MgH# 

ou,  en  chassant  le  dénominateur  et  ordonnant, 

(c  +  6)  tgHa;  —  2a  tgia?  4-  (c  —  b)  =  0. 
Les  racines  ont  pour  valeurs 
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a  ±  <J a-  —  c-  -f-  ir 

icrJ-T  — 

ic  2  a,  — 

C-f-  0 

Klles  ne  sont  assujetties  qu'à  la  seule  condition  de  réalité 

puisque  la  tangente  peut  prendre  toutes  les  valeurs  de  — x 
à  -h».  Si  c2  est  plus  petit  que  a2-f-6a,  elles  sont  distinctes, 
et  en  appelant  a  et  S  les  plus  petits  arcs  positifs  ayant  pour 
tangentes  ces  racines,  on  trouve 

ia;  =  A't:  H- a  et  i  a?  = //tc  H- [3 , 

d'où  l'on  déduit 

x  =  2£tt  -+-  2*  et  x  =  2/;'-  4-  2p. 

Ce  sont  les  deux  séries  d'arcs  répondant  au  problème. 

Si   c2  =  a2-}-62,    ces  deux  séries  se  réunissent  en  une  seule. 

On  remarquera  que  les  valeurs  de  tgix  ne  sont  pas  loga- 
rithmiques. Le  premier  procédé  est  donc,  en  général,  préfé- 
rable au  second. 

199.  Problème.  —  Résoudre  l'équation 
a  tg  a? -h  6  cotg  x=  c, 
dans  laquelle  a,  b  et  c  sont  des  nombres  ou  des  monômes  connus. 

Premier  procédé.  —  Cette  équation  peut  être  mise  sous  la 

même  forme  que  l'équation  traitée  dans  le  problème  précédent  ; 

on  peut  l'écrire 

sin  x      ,  cos  x 

a ho  -: =  c 

cos  x  sin  x 

ou  bien,  en  chassant  les  dénominateurs, 

a  sin2  x  -hô  cos2  x  =  c  sin  x  cos  x. 

Multiplions  tous  les  termes  par  2  et  rappelons-nous  que 

2sin2a?=l —  cos2a?,    2cos2a?=H-cos2a?,    2sina?cosa?=sin2a?; 

l'équation  devient 

a  (1  —  cos  2x)  -h  6  (1  -f-  cos  2a?)  =  c  sin  2a?, 

c'est-à-dire 

c  sin  2a?  -+-  (a  —  b)  cos  2a?  =  a  -h  6, 

équation  qui  est  bien  de  la  même  forme  que  celle  du  problème 

précédent.  On  la  résout  par  le  premier  procédé.  Posons 

a  —  b 

—  t£r  ci  ; 
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l'équation  devient 

•     ,r>  n       (a -f- 6)  cos© 

sm  (2a?  -f-  9)  = ■ -• 

c 

La  condition  de  possibilité  est  ici 

(o  +  V  <c2-h(a  —  />)2,       c'est-à-dire        c«—  4àô  >  0. 

Si  c9  surpasse  4a6  on  a  deux  séries  d'arcs  représentés  par  les 
formules 

2a:  =  2£n  -+-  <x  —  cp  et  ~ïx  =  2/c'it  +  tt  —  a  —  cp, 

dans  lesquelles  *  est  l'un  des  arcs  admettant  pour  sinus  le 

nombre cos  cp.  On  en  déduit 

c  T 

■=*»H ^  et  *  =  #*  +  _ -X 

Ces  deux  séries  d'arcs    se   réduisent   à  une   seule  si  l'on 
a  ca  —  Aab  =  0. 

1 

Second  procédé. —  Si  l'on  remplace  cotga?  par  sa  valeur  - — 

«•a  * 

et  si  l'on  chasse  le  dénominateur,  l'équation  proposée  s'écrit 
a  tgs  x  —  c  \g  x  4-  b  =0. 
Elle  admet  deux  racines  réelles  et  distinctes  si  c2 —  Aab 
est  positif,  égales  si  ce  binôme  est  nul,  et  imaginaires  s'il  est 
négatif.  On  retrouve  donc  la  condition  de  possibilité  déjà  trou- 
vée. Les  valeurs  des  racines  ne  sont  pas  immédiatement  calcu- 
lables par  logarithmes  :  aussi  le  premier  procédé  est-il  préfé- 
rable au  second. 

200.  Remarque.  —  Nous  avons  résolu  les  équations 
a  sin  x  -\-  b  cos  x  ==  c, 
a  tg  x  4-  b  cotg  x  —  c,  , 

à  l'aide  d'un  arc  auxiliaire  cp;  lorsque  les  valeurs  absolues  de 
a  et  b  sont  les  mêmes,  l'arc  devient  inutile.  Nous  savons,  en 
effet,  (137,  IV)  rendre  calculable  par  logarithmes,  sans  le  se- 
cours d'un  arc  auxiliaire,  une  expression  telle  que 

sin  arztcos  x, 
et  il  suffit  d'effectuer  cette  transformation  pour  obtenir  une 
équation  dont  la  résolution  est  immédiate. 
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Supposons,  par  exemple,    b  —  a;   la  première  équation  s'écrit 

successivement 

c 
sin  a- 4- cos  x  =  — , 
a 

.    fit         \         c 
sinz-hsin,  —  —  x     =  —, 
\2  a 

_    .     it  /  lt\  c 

2  sin  —  cos  [x =   —i 


a 

c 


cos  l  X = 

4  a  /2 

Si  l'on  avait  b  =  —  a,    on  arriverait  par  un  calcul  analogue 
à  la  formule 

sin  (x  —  ^-)  =  ——. 

La  condition  de  possibilité  est,  dans  les  deux  cas,  c*  «^  2a*. 

Supposons   b  =  a   dans  la  seconde  équation;  elle  devient 

c 
tg  x  ■+-  cotg  x  =  —  • 
a 

On  peut  l'écrire  successivement 

sin  x      cos  a?        c 

h- —  -f 

cos  a:      sin  x        a 

1  c 


cos  x  sm  x        a 

■     c  2a 

sin  zx  =  — 


Le  problème  n'est  possible  que  si  l'on  a   c1  —  4a2  >  0 

Si,  dans  la  même  équation,  on  suppose  b  = —  a,  elle  devient 


tg  a?  —  cotg  x  =  —  > 
a 

sin  x       cos#         c 

cos  a?       sin  x        a 

6in2  x —  cos2  x       c 

cos  x  sm  x           a 

cos  2x            c 

sin  2a?  ~       2a 

DESSBNON.    - 

-     TRICON. 

12 


1  =  0. 

X 
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Le  problème  est  toujours  possible. 

Nous  n'avons  pas  écrit  les  valeurs  de  x  qui  répondent  à  la 
question,  notre  but  étant  de  montrer  l'inutilité  de  l'arc  auxi 
liaire  dans  ces  cas  particuliers. 

201.  Calcul  des  racines  réelles  d'une  équation  du  second 
degré  à  l'aide  d'une  équation  trigonométrique.  —  Premieh 
procédé.  —  Soit  l'équation 

ax2  -h  bx  ■+•  c  =  0. 
On  peut  l'écrire 

Si  l'on  pose 

l'équation  devient 

a  tg  a  +-  c  cotg  -j.  =  —  b. 

On  a  vu  que  cette  équation  peut  être  ramenée  à  la  forme 

a  sin  x  -+-  b  cos  x  =  c. 

Donc  toute  équation  du  second  degré  peut  être  ramenée  à  une 
équation  trigonométrique  de  cette  dernière  forme. 

On  voit  aussi  que  la  condition  de  possibilité  du  problème  est 
0-  —  Aac  >>  0,  comme  on  l'a  vu  en  algèbre. 

Second  procédé.  —  Appelons  x'  et  x"  les  racines  réelles  deman- 
dées. On  sait  que  l'on  a  entre  ces  racines  et  les  coefficients 
a,  b,  c  les  relations 

b  c 

x'  +  x"= ,  x'x"=  — 

a  a 

Supposons  d'abord  le  produit  —  positif;  posons 


x  =  tg  a, 


/=yîtgTï  d'où  *-=  \J^ 


cotg  ç. 


Portons  ces  valeurs  dans  la  relation  qui  donne  la  somme 

Elle  devient 

b 

<f  +  C0tg<f)  = 1 


V7«« 
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d'où 

—  b 

tg  «p  H-  COtg  <p  =  -=■ 
\j  ac 

'  On  vient  de  voir  que  cette  équation  se  ramène  à  la  suivante  : 

sin  z<p  =  —  • 

—  b 

Le  second  membre  est  compris  entre  — 1  et  -t-  1,  puisque, 
par  hypothèse,    b2 —  Aac   est  positif. 

Si  b  est  positif,  on  écrira  cette  formule  de  la  manière  sui- 
vante : 

.     ,  .        2/ôc 

sin  (2ï>  —  1t)   = : 

'   '  b 

On  trouvera  da~ns  la  table  un  angle  a  ayant  pour  sinus 
%fac 


h 


On  prendra  pour  ep  la  seule  valeur  donnée  par  léquation 

Tî         a 
ga  —  it  =  a  d'OÙ  <f  =  —  4-  —  • 


11  est  aisé  de  constater  que  toutes  les  autres  valeurs  de  9 
conduiraient  aux  mêmes  valeurs  pour  les  racines  cherchées. 
On  a  ainsi  deux  racines  négatives. 

Si  b  est  négatif,  la  table  donnera  un  angle  a  ayant  pour  sinus 

On  prendra  pour  9  la  seule  valeur  —a,  toutes  les  autres 

donnant  pour  a/  et  x"  les  mêmes  valeurs;  elles  sont  d'ailleurs 

positives. 

g 
Supposons  maintenant  le  produit  —  négatif. 

Posons 


x*  -  \J  —  c-  tg  o,         x'  =  —  y  —  L-  cotg  «p. 

La  relation  qui  donne  la  somme  des  racines  devient 


s/ 


c  ,  b 

(  tg  <o  —  cotg  <?)  = » 

a  a 


ou  bien 

—  b 
tg  ce  —  cotg  0  = 


v/ — ac 
On  a  vu  qu'elle  conduit  à  résoudre  l'équation 
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2v/- 

t0-  2cs  =  — 

l°     f  b 


On  l'écrirait 


*(— «ri-* 


si  é  était  négatif.  Dans  tous  les  cas,  on  cherchera  une  seule 
valeur  de  <p  satisfaisant  à  cette  équation  :  car  toutes  les  autres 
conduiraient  aux  mêmes  valeurs  pour  x'  et  x". 

Il  est  évident  que  les  valeurs  de  x'  et  x"  écrites  plus  haut  ont 
des  signes  différents  puisque  tg<p  et  cotg  <p  ont  toujours  le 
même  signe. 

202.  Problème. —  Discuter,  suivant  les  diverses  valeurs  positives 
ou  négatives  que  peut  prendre  le  paramètre  m,  les  racines  de 
téqualion 

m  cos2  x  —  (2m  —  3)  cos  x  ■+-  7  —  dm  =  0. 

Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'une  racine 
de  cette  équation  soit  acceptable  sont  : 

i°  D'être  réelle  ; 

2°  D'être  comprise  entre  — 1  et  -t-1,  en  n'excluant  ni 
—  1    ni   -h  1. 

1°  Occupons-nous  d'abord  de  la  condition  de  réalité;  elle 
peut  s'écrire 

(2m  —  3)a  —  4m  (7  —  3m)  >  0, 
ou  bien 

46m2  —  40m-t-9>0. 

Les  racines  de  l'équation  obtenue  en  égalant  ce  trinôme  à 

1        9 

zéro  sont  —  et  —  •  On  devra  donc  avoir 
4        4 

1  .  9 

soit    m  •<  —  )     soit     m  >>  —  » 
4  4 

sinon  le  problème  n'admettra  aucune  solution, 

2°  La  condition  de  grandeur  peut  être  ramenée  à  une  condi- 
tion rie  signe  par  la  méthode  suivante. 

Supposons  qu'on  veuille  trouver  les  racines  comprises  entre 


RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  TRIGONOMETRIQUES  181 

a  et  b  (nous  supposons   a  >  b)   d'une  équation  quelconque; 
x  désignant  l'inconnue  dans  cette  équation,  posons 

a  —  x  „  ,  a-t-by 

y  = T ,  d  ou  x  — ■ 

J       x  —  b  14-2/ 

11  est  évident  qu'à  toute  valeur  de  x  réelle  et  comprise  entre 
a  et  b  correspond  une  valeur  positive  de  y;  à  toute  valeur  de  x 
le  et  non  comprise  entre  a  et  b  correspond  pour  y  une 
valeur  négative.  Enfin  si  x  =  a,  //est  nul:  si  x  =  b,  y  est 
infini.  D'après  cela,  on  substitue  à  x  dans  l'équation  proposée 
la  valeur  écrite  plus  haut;  on  obtient  une  nouvelle  équation 
de  même  degré  dont  chaque  racine  positive  correspond  à  une 
valeur  de  x  comprise  entre  a  et  b. 

Appliquons  cette  méthode  à  l'équation  donnée.  Posons 

1  —  cos  x  ,,   ,  1  —  y 

y  =z  - j  d  ou  cos  x  = 

cos  x  -+-  1  H-2/ 

Remplaçons  cos  a?  par  cette  valeur;  nous  obtenons,  après 

avoir  chassé  le  dénominateur, 

TO(l_y)3  —  (2m_3)(i_  j/>)4-(7  —  3m)(H-y)8=0, 

c'est-à-dire,  en  ordonnant, 

ây*  —  2  (im  —  7)  y  4- 10  —  4w  =  0. 

La  condition  de  réalité  des  racines  de  cette  équation  est  celle 

qu'on  a  trouvée  plus  haut;  il  est  aisé  de  le  vérifier.  Nous 

5 

n'avons  qu  à  nous  occuper  de  leurs  signes.  Le  produit  est  —  —  m. 

Si  donc  m  surpasse  —  >  l'équation  en  y  admet  une  racine  posi- 
z 

tive  et  une  seule  ;  donc  l'équation  proposée  admet  une  racine 

et  une  seule  comprise  entre  —  1  et  -f-  i . 
5 
Pour  m  =  -,  une  valeur  de  y  est  nulle,  et  une  valeur  de 

cos  x  est  égale  à  1. 

Supposons  m  <  —  ;  les  deux  racines,  supposées  réelles,  ont 

Z 

le  même  signe  ;  plies  sont  toutes  deux  positives    si    m   sur- 

7  7 

passe  -  .  et  toutes  deux  négatif  -  -i  m  est  inférieur  à  -  :  dans 
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le  premier  cas,  les  deux  racines  sont  acceptables  pourvu  qu'elle:- 

soient  réelles;  il  faut  les  rejeter  toutes  deux  dans  le  second 

cas. 

7  19 

Le  nombre  —  tombant  dans  l'intervalle  de  —  à  —  pour  lequel 

4  4      4 

i 
les  racines  sont  imaginaires,  on  voit  que  si  m  est  inférieur  à  •- 

les  deux  valeurs  de  y  sont  négatives  ;  elles  sont  positives  si  m 

9  *  S 

surpasse  -  <  tout  en  restant  intérieur  a  — • 

Cette  discussion  est  résumée  dans  le  tableau  suivant  : 

1 

m  <  —     racines  réelles  ;  aucune  solution  ; 
4 

1  9 

-<»<•-     racines  imaginaires  ;  aucune  solution  ; 

9  5 

—  <  m  <  —    deux  solutions  ; 
4  2 

5 

-  <  m  une  solution. 

Remarque.  —  La  question  nui  vient  de  nous  occuper  petit  être  résolu 
graphiquement  dans  le  cas  où  les  coefficients  de  l'équation  donnée  sont  du  pre- 
mier degré  en  m.  Remplaçons  dans  cette  équation  cos  X  par  x  et  résolvons-b 
par  rapport  à  m  ;  nous  obtenons 

mx'-  —  (2m  --  Z)x  -\- 1  —  3m  =  0, 

3£ +  7 

m  =  ' • 

—  x*  -f-  %x  -j~  3 

Construisons  la  courbe  qui  re|u-ésente  les  variations  de  cette  fonction  de  a 
(fig.  50).  L'ordonnée  de  tout  point  de  cette  courbe  dont  l'abscisse  est  comprise 
entre  —  i  et  +  1  est  une  valeur  de  m  pour  laquelle  l'équation  donnée  admet  un>> 
racine  acceptable.  Ces  points  sont  compris  entre  deux  parallèles  AA',  BB'  a 
l'axe   Oy,  situées  de  part  et   d'autre  de  cet  axe,  à  une  dislance  égale  a  1.  La 

droite  AA'  coupe  la  courbe  en  un  point  dont  l'ordonnée  est  —  ;  l'autre  parallèle 

est  asymptote.  On  voit  que  la  courbe  n'a  aucun  point  entre  ces  parallèles  au-de?- 

9 
80U3  du  point  D  qui  correspond  au  minimum  —  de  la  fonction  précédente  ;  aint  i 

9  9         9 

pour  m  <  —  >  aucune  solution  ;  si  m  est  compris  entre  —  et  —  >  on  trouve  sui 
4  4         2 
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la  courbe   deux  poinis  correspondants  ;  le  problème  admet  deux  solutions  ;  il  n'j 


1         ,  1 
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Fig.  50 

en  a  plus  qu'une  si  m  surpasse  -^->  parce  qu'il  n'y  a  plus  qu'un  seul  point  sur  la 

5 
courbe  qui  soit  situé  entre  les  droites  AA'  et  BB'  et  dont  l'ordonnée  surpasse  — - 

203.  Problème.  —  Résoudre  V équation 

sin  x  4-  cos  x  —  m  sin  x  cos  x-t-p  =  0. 

Si  l'on  remplaçait  sin  x  et  cos  x  par  leurs  valeurs  en  fonc- 

,         x 
lion  de  tg  —  ■>    on  arriverait  a  une  équation  du  4"  degré  com- 
plète et  non  réciproque  ;  nous  allons  indiquer  deux   procédés 
permettant  d'arriver  plus  simplement  au  résultat  cherché. 

Premier  procédé.  —  Adjoignons  a  l'équation  donnée  l'identité 
(sin  x  -h  co>  x)2  =  l-i-2  sio  a? cos  x 
et  posons     sin  x+ cos./  =  y  ;     l'équation  devient 
(1)  iivj-  -h  2y  -+-  -p  —  m  =  0  ; 
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elle  donne  pour  y  deux  valeurs  à  la  condition 

m-  —  2pm  -+-  1  I>  0  ; 
ces  valeurs  devront  être  portées  dans  l'équation 

sin  x  -+-  cos  x  =  y 
et  chacune  donnera  pour  x  deux   valeurs  pourvu  qu'elle  ne 
soit  pas  extérieure  à  l'intervalle     —  /2,     -\-\[%.     La  discus- 
sion aura  pour  objet  de  classer  ces  deux  nombres  par  rapport 
aux  racines  de  l'équation  (1). 

Second  procédé.  — L'équation  donnée  étant  symétrique  en 
sin  x  et  cos  x,  on  peut  prévoir  que  les  extrémités  des  arcs  x 
sont  symétriques  par  rapport  au  diamètre  qui  passe  par  l'ex- 

tremité  de   l'arc      -h  —  ;       on   est  ainsi    conduit    à     poser 

T. 

œ  =  -7- -+- 2/ ;     la  nouvelle  inconnue    y    est   déterminée   par 

l'équation 

2m  cos2  y  -+-  2v/2  cos  y  -t-  %p  —  m  =  0, 
facile  à  résoudre  et  à  discuter. 


§  2.  —  Résolution  des  systèmes  d'équations 
simultanées. 


204.  Problème.  —  Trouver  deux  arcs  connaissant  leur  somme 
et  le  rapport  de  leurs  sinus. 

m 

Désignons  par  a  la  somme  donnée,  par  —  le  rapport  connu 

V 
et  par  x  et  y  les  deux  arcs  demandés.  Les  équations  du  pro- 
blème sont 
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Si  l'on  tirait  y  de  la  première  pour  y  substituer  sa  valeur 
dans  la  seconde,  on  aurait  une  équation  homogène  du  premier 
degré  en  sinar  et  cos.t;  cette  équation  ferait  connaître  tgx, 
comme  on  l'a  remarqué  au  n°  197  ;  mais  la  formule  ne  sérail 
pas  calculable  par  logarithmes,  et  il  faudrait  introduire  un  arc 
auxiliaire  pour  achever  le  calcul. 

En  général,  quand  on  connaît  la  somme  de  deux  arcs  qui 
entrent  symétriquement  dans  les  équations  données,  il  y  a 
avantage  à  prendre  comme  inconnue  auxiliaire  la  différence  de 
ces  arcs.  De  même  quand  on  connaît  la  différence  de  deux  arcs 
entrant  symétriquement  dans  les  équations,  on  prend  souvent 
leur  somme  comme  inconnue  auxiliaire.  En  tous  cas,  on  ne 
calcule  pas  l'un  indépendamment  de  l'autre. 

La  seconde  équation  du  système  proposé  est  équivalente  à  la 
suivante  : 

sin  x  —  sin  y       m  —  p 

sin  ar-4-sin  y       m-hp 

car  chacune  de  ces  équations  entraîne  l'autre;  or,  celle-ci  peut 
s'écrire, d'après  la  formule  (9)  du  n°  137, 

tgi(x-y)       m  —  p 


c'est-à-dire 


tgi(x-hy)        m+p 


m  — p 


Cette  formule  donnera  toujours  pour  l'arc  |  (x  —  y)  une 
infinité  de  valeurs  ;  soit  aie  plus  petit  arc  positif  ayant  pour 
tangente  le  second  membre  de  la  formule  ;  on  aura 

i-  (a? — y)  =  kn  -+■  «  ; 
d'ailleurs 

\{x  +  y)  =  \a. 
Ajoutons  et  retranchons  membre  à  membre;  nous  obtenons 
x  =  /cr-ha-t-  -ï.a, 
y  =  —  k~—  a-H-i-a. 
Ce  sont  les  valeurs  demandées.  On  voit  que  si  m  et  p  sont 
des  nombres  donnés,  la  formule  qui  fait  connaître  l'arc  \(x  —  y) 
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est  calculal)le  par  logarithmes,  et  qu'il  n'y  a  pas  d'autre  arc 
auxiliaire  à  Introduire  dans  le  calcul. 

205.  Remarques.  —  On  ferait  un  calcul  analogue  si  l'on  don- 
nait le  rapport  des  cosinus  au  lieu  du  rapport  des  sinus. 

Si  l'on  donne  le  rapport  des  tangentes,  une  transformation 
analogue  fera  connaître  le  rapport  du  sinus  de  la  différence  au 
sinus  de  la  somme  des  arcs  x  et  y. 

Enfin,  si  dans  ces  divers  cas,  c'était  la  différence  et  non  la 
somme  des  arcs  qui  était  donnée,  on  calculerait  leur  demi- 
somme  ou  leur  somme  par  des  moyens  tout  semblables. 

206.  Problèmes. —  Trouver  deux  arcs  connaissant  leur  somme 
et  le  produit  de  leurs  cosinus,  ou  de  leurs  sinus,  ou  de  leurs  tan- 
gentes. 

lu  Soit  ?»  le  produit  des  cosinus  des  arcs  demandés  x  et  y. 
L'équation 

cos  x  cos  y  =  m 
peut  s'écrire,  en  doublant  les  deux  membres,  puis  remplaçant 
le  double  produit  de  cosinus  par  une  somme  de  cosinus  (135;, 

cos  (x  —  y)  -+-  cos  (x  -4-  y)  =  2m  , 
d'où 

cos  {x  —  y)  =  2m  —  cos  a , 
a  désignant  la  somme  donnée. 

On  en  déduit  x  —  y,  et  par  suite  x  et  y.  Le  problème  n'est 
possible  que  si  l'on  a 

—  1  <I  2»i  —  cos  a  <;  i  , 

double  inégalité  qu'on  peut  encore  mettre  sous  la  forme 
—  sin24-a  <C  m  <J  cosHa. 
2°  Supposons  connu  le  produit  des  sinus.  L'équation 
sin  x  sin  y  =  m 
peut  s'écrire  successivement 

2  sin  x  sin  y  =  2m  . 
cos  (x  —  y)  —  cos  (x  -+-  y)  =  2m  , 
cos  (x  —  y)  =  "2m  -f-  cos  a. 
Les  conditions  de  possibilité  du  problème  sont 

—  1  <  2m  -+-  cos  a  <;  1  , 
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ou  bien 

— cos2l«  <î  m  ^  sin2|a. 
3°  Enfin,  si  l'équation  proposée  est 
tg  x  tgy  =  m. 
on  la  transforme  de  la  manière  suivante: 
sin  x  sin  y        m 
cos  x  cos  y         1 
cos  x  cos  y  —  sin  x  sin  y         1 —  m 
cos  x  cos  y  1 

cos  a 

cos  a;  cos  y  = ■• 

On  est  alors  ramené  au  premier  cas. 
Un  second  procédé  consiste  à  remarquer  que  l'on  a 
.    ,     ,     ,       t  tg  a:  -+-  tg  t/  tg  a?  +  tg  y 

JJ         ë  l  —  tgxtgy  i—m 

Il  en  résulte 

tg  x  -h  tg  y  =  ((4  —  w)  tg  a. 
On  connaît  donc  la  somme  et  le  produit  des  deux  tangentes 
inconnues,  et  on  forme  l'équation  du  second  degré  qui  admet 
ces  tangentes  pour  racines.  On  obtient,  en  appelant  X  l'une  ou 
l'autre  inconnue, 

X2  —  X(l  —  m)  tg  a  -h  m  =  0. 
La  condition  de  possibilité  est 


tg2  <■>  ■-    y 


207.  Problèmes.  —  Trouver  deux  arcs  connaissant  leur 
somme  a  et  la  somme  de  leurs  cosinus,  ou  de  leurs  sinus,  ou  de  leurs 
tangentes.  —  Nous  nous  bornerons  à  indiquer  brièvement  les 
solutions  de  ces  problèmes,  car  elles  sont  analogues  à  celles 
des  problèmes  précédents. 

1°  Si  l'on  donne  l'équation 

cos  a*  -+-  cos  y  =  m , 
on  l'écrit 

2  cos|(,r  —  y)  cos±(x -\-y)  =  m, 
d'où  l'on  tire 
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m 


cos±(x  —  y) 


2  cos^a 
Le  problème  n'est  possible  que  si  l'on  a 

m*  «<  4  cos8|a. 
"2°  Si  l'équation  donnée  est 

sin  x  -f-  sin  y  =  m , 
elle  devient  successivement 

2  sin  y  (x  -+-  y)  cos  1  (a?  —  ?/)  =  ?n , 

x  m 

cos-Ma?  — y)  =  -— : — — • 

La  condition  de  possibilité  est  ici 

m?  <^  4  sin2ia. 

3°  Supposons  enfln  que  l'on  donne 

tg  x  -+-  tg  y  =  m. 

Premier  procédé.  —  Cette  équation  devient  successivement 

sin  x       sin  ?/ 

1 =  m, 

cos  a?       cos  y 

sin  (a?  h-  ?/) 

■ —  =  m, 

cos  a;  cos  y 

2  sin  a 

2  cos  a?  cos  y  =  » 

m 

2  sin  a 

cos  (x  —  y)  H-  cos  (a;  -t-  y)  = 


cos  (a?  —  y)  = 


m 
2  sin  a  —  m  cos  a 


m 

On  rendra  le  second  membre  calculable  par  logarithmes,  et 

on  aura  Tare  x  —  y.   Le  problème  exige  que  l'on  ait 

m2  j>  (2  sin  a  —  m  cos  a)2 
ou  bien 

m2  sin2  a  -f-  4m  sin  a  cos  a  —  4  sin2  a  ^>  0. 

Les  racines  de  l'équation  obtenue  en  égalant  le  trinôme  à 
zéro  sont  réelles,  de  signes  différents;  il  faut  que  le  nombre  m 
soit  au  moins  égal  à  la  racine  positive,  ou  bien  qu'il  ne  sur- 
passe pas  la  racine  négative.  Les  valeurs  de  ces  racines  sont 
2  tg|a  et  —  2  cotgia. 

Second  procédé.  —  On  a  évidemment 

.  .         tg.r-4-tgy  m 
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On  en  déduit  Isa—  m 

tgscigy  =  - 


tg  a 

Les  inconnues  tg  x  et  tg  y  sont  donc  les  racines  de  l'équation 
X2  tg  "  —  mX  tg  a  4-  tg  a  —  m  =  0, 
facile  à  résoudre. 

208.  Problème.  —  Trouver  les  arcs  x  et  y  yui  satisfont  au.z 

deux  équations 

(    sin  x  =  cos  2t/, 

(    si ii  2/;  =  cos  y. 

Premier  procédé.  —  Les   deux   équations   données  peuvent 

s'écrire  /T_        \ 

cos  [â~ x)  —  cos  -.'/• 


cos  (  -  —  2a?  1  =  cos  y . 

Or,  pour  que  deux  arcs  aient  le  même  cosinus,  il  faut  et  il 
suffit  que  leur  somme  ou  que  leur  différence  soit  un  nombre 
entier  de  circonférences  (88  V  Appelons  k  et  /.-'  deux  nombres 
entiers  quelconques  positifs  ou  négatifs,  et  qui  peuvent  être 
nuls.  La  première  équation  peut  être  remplacée  par  l'une  ou 
l'autre  des  deux  suivantes  : 

—  x-^-ly  =  2A--—  *, 

x-h2y  =  2*n-f-^- 
J  2 

La  seconde  peut   de   même  être   remplacée   par  l'une   ou 

l'autre  des  équations 

—  2x  -h  ri  —  çZk'r.  —  -  , 

2 

2x-4-v  =  2/;'--+--. 

Nous  devons  associer  chacune  des  deux  premières  à  chacune 
des  deux  dernières  ;  nous  avons  quatre  combinaisons  possibles  : 
iro  combinaison  : 

— ar  +  2y  =  2Arc  — ?, 

—  2r-f-?/  =  Wt.  —  -, 
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d'où  l'on  tire 

x  =  (k-ïk')--h-, 


2e  combinaison 


on  en  déduit 


■3e  combinaison 


—  x  +  2y  =  2Jctz  —  -, 


2x-h  y  =  2Â;'7r  H —  ; 

2 


a;  =  (_jfc-t-2Â'):—  -h  —  » 
v  ;  5        10 

J       K  '  5       10 


z-f-2//  =  âfor-Wj 
—  2ar  + 1/  =  2#n 


!•• 


on  obtient  en  résolvant 


2it         7t 

1  5        10 

2tc        tt 
?/  =  (2fc  4-  A') 1 ' 


4e  combinaison 


d"où  l'on  déduit 


a;  -4-  2y  =  2A-7T  -)-  - , 
2#  -h  y  =  2A'TC-f-|, 

o        b 
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Cherchons  sur  le  cercle  trigonométrique  les  extrémités  des 
arcs  x.  Les  nombres  2&=tA:/,  etc.,  peuvent  prendre  toutes  les 

valeurs  entières.  Si  donc  on  fait  la 
lre  ou  la  -4e  combinaison,  l'extrémité 
de  l'arc  x  est  l'un  quelconque  des 
sommets  d'un  triangle  équilatéral 
(fig.  51)  dont  un  sommet  est  le  point  G 

extrémité  de  Tare  -•  Si  l'on  fait  la 
6 

2e  ou  la  3e  combinaison,  l'extrémité 
de  l'arc  x  est  l'un  quelconque  des 
sommets  d'un  pentagone  régulier 
dont  un  sommet  D  est  l'extrémité 

de  l'arc  — •  Ces  deux  polvsones  ont  un  sommet  coïncidant  avec 
10 

3- 
le  point  B',  extrémité  de  l'arc  —  • 

Les  arcs  y  se  terminent  aux  mêmes  points,  et,  en  outre,  aux 
points  symétriques  par  rapport  à  l'axe  des  cosinus.  Cette  symé- 
trie provient  de  ce  que  les  équations  données  ne  sont  pas  mo- 
difiées quand  on  y  remplace  y  par  — y. 

Second  procédé.  —  Éliminons  l'arc  y  entre  les  deux  équations 
sin  x  =  cos  2y, 
sin  2a,'  =  cos  y. 
La  première  peut  s'écrire 

sin  x  =  2  cos2  y —  1 
ou,  à  cause  de  la  seconde, 

sin  x  —  2  sin*  2a?  —  1. 
Résolvons  cette  équation  qui  remplace  la  première  équation 
donnée.  On  peut  l'écrire  : 

8  sin2  x  (1  —  sin2  x)  —  (1-4-  sin  x)  =  0  , 

(1  -+-  sin  x)  [8  sin2  x  (\  —  sin  a?)  —  1]  =  0  , 

(1  H-  sin  x)  (8  sin3  x  —  8  sin2  x  ■+■  1)  =  0. 

Égalons  à  zéro  le  premier  facteur  ;  nous  obtenons 

sina?  =  —  lt        d'où        x  =  2&- —  -• 

2 

Quant  à  l'équation  du  troisième  degré  qu'on   obtient    en 


192  ÉQUATIONS    ET  FONCTIONS    TRIGONOMÉTR1QUES 

égalant  à  zéro  le  second  facteur,  on  peut  remarquer  qu'elle 

admet  pour  racine   sin#=:-,   d'où 

2 

x  =  <2,kn-i-~         et         .r  =  (2A--hl)n  —  -. 
6  o 

En  supprimant  cette  racine,  l'équation  se  réduit  à 

4  sin2  x  —  2  sin  a; —  1  =0. 

Celte  équation  a  évidemment  deux  racines  réelles  de  signes 

1 

différents.  Le   produit   de   leurs  valeurs  absolues   est  ->  de 

sorte  que  Y  une  au  moins  est  comprise  entre  — 4  et  -4-1; 
d'ailleurs  les  substitutions  de  — 1  et  1  à  sincr  dansle  premier 
membre  donnent  des  résultats  positifs  comme  le  premier  terme  ; 
donc  l'autre  racine  est,  comme  la  première,  comprise  entre 
—  1  et  -4-1. 
Les  valeurs  des  racines  sont 

1  H-v/5  .  1  — v/5 

sina:  = et  sin#= 

4  4 

1  -4-  ^5 
La  racine  positive  donne,  en  remarquant  que  — - —  est  (99) 

4 

la  moitié  du  côté  du  décagone  régulier  étoile  inscrit  dans  le 
cercle  de  raj^on  1 , 

x  =  ^k^  +  —         et  x=z  2A+l>c—  —  • 

1U  i\) 

La  valeur  absolue  de  la  racine  négative  est  la  moitié  du  côté 

du  décagone  régulier  convexe  ;  les  valeurs  correspondantes 

de  x  sont 

a?  =  2for  —  -^  et  x=  (2&-hl)ic-t--^. 

10  1U 

11  est  aisé  de  constater  que  les  extrémités  des  arcs  x  sont  bien 
celles  qui  ont  été  obtenues  par  le  premier  procédé. 

Les  valeurs  de  y  se  déduisent  sans  peine  de  celles  de  x; 
l'équation 

cos  y  =  sin  2a;  =  cos  (  —  —  2#J 


donne 


[j-** 
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Remarque. —  Si  les  arcs  x  et  y  sont  assujettis  à  être  positifs  et 
plus  petits  qu'un  quadrant,  le  problème  n'a  plus  que  deux  solu- 
tions, qui  sont 


et 


0 


3- 

x  =  — 
10 


avec 


avec 


y  = 


6 


y  ~  10" 


|  3.  —  Variations  de  quelques  fonctions 
trigonométriques. 

209.  Notions  sur  les  coordonnées  polaires.  —  Quand  nous  avons  étudié 
les  variations  des  fonctions  circulaires,  nous  avons  figuré  ces  variations  à  l'aide 
d'une  combe  dont  chaque  point  avait  pour  abscisse  un  segment  égal  à  l'arc,  et 
pour  ordonnée  un  segment  ayant  pour  mesure  la  valeur  correspondante  de  la 
fonction  étudiée. 

On  peut  imaginer  un  autre  mode  de  représentation  consistant  à  porter  ce  der- 
nier segment  sur  l'extrémité  de  l'angle  variable,  à  partir  du  sommet.  Lorsque  le 
segment  sera  négatif,  on  le  portera  sur  le  prolongement  du  côté  au  delà  du  som- 
met, au  lieu  de  le  porter  sur  le  côté  lui-même. 

Ce  système  de  coordonnées,  dans  lequel  tous  les  segments  partent  d'un  point 
fixe  et  rayonnent  dans  toutes  les  directions  autour  de  ce  poiul,  est  appelé  polaire. 
Le  point  fixe  est  le  pôle,  l'origine  de  l'angle  variable  que  l'on  considère  est  appelée 
axe  polaire.  Le  segment  qui  part  du  pôle  et  se  termine  en  un  point  du  plan  est 
le  rayon  vecteur  de  ce  point. 
Soit,  par  exemple,  à  représenter  les   variations  du  cosinus.  Prenons  sur  l'axe 

polaire  Ox  le  segment  ÔÂ  égal  à 
l'unité  de  longueur  (fig.  52;  ;  soit 
Oz  l'extrémité  d'un  angle  quel- 
conque que  nous  appellerons  u>  ; 
cos  w  est,  par  définition,  la  me- 
sure de  la  projection  orthogonale 
du  segment  -f-  1  pris  sur  l'un 
quelconque  des  côtés  de  l'angle 
et  projeté  sur  l'autre.  Si  donc  nous 
abaissons  la  perpendiculaire  AM 
sur  Oz,  le  segment  Ôlï  aura  pour 
mesure  cos  go.  Or,  le  lieu  du 
point  M  est  la  circonférence  de 
cercle  décrite  sur  OA  comme  dia- 
mètre. C'est  la  courbe  figurative  cherchée.  Si  l'on  appelle  p  le  rayon  vecteur  Ô~M, 
l'équation  de  ce  cercle  est 

p  =  COS  U). 


Fig.  52 


13 


iï)i 
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Il  faut  bien  remarquer  que  le  raisonnement  qui  précède  est  absolument  tadépen- 
iaal  de  la  valeur  de  l'angle  to  ;  si,  par  exemple,  cet  angle  est  obtus,  la  projection 
du  segment  Ù~Â  sera  négative,  et  devra  être  portée  non  pas  sur  l'extrémité  de 
l'angle  b),  mais  sur  son  prolongement  ;  le  point  obtenu  sera  toujours  sur  le  cercle. 
Ou  obtient  tout  le  cercle  une  première  fois  quand  to  croît  de  zéro  à  ir,  et  une 
seconde  fois  quand  il  croît  de  ir    a   2ir. 

La  sécante  est  l'inverse  du  cosinus  :  la  ligne  qui  représente  sa  variation  est  la 
figure  inverse  de  celle  qu'on  vient  de  construire;  0  est  le  pôle  d'inversion;  la 
puissance  est  i.  Celte  ligne  est  donc  la  perpendiculaire  OC  (fig.  52)  menée  par 
le  point  A  à  l'axe  polaire. 

Cela  résulte  aussi  du  théorème  établi  au  n°  62  d'après  lequel  la  sécante  est  la 
mesure  du  segment  pris  sur   l'un  quelconque  des  côtés  de  l'angle,  et  qui  a  pour 
projection  sur  l'autre  côté  un  segment  positif  égal  à  l'unité. 
Pour  figurer  les  variations  de  la  fonction 

p  =:  sin  a) 
nous  prendrons  sur  l'axe  des  sinus  Oy  <fig.  53)  le  segment  ÔB  égal  a  +  1  et  nous 

le  projetterons  orlhogonalement  sur 
l'extrémité  03  de  l'angle  to.  Celte  pro- 
jection OM  est,  en  grandeur  et  en  signe, 
égale  à  sin  to.  U  est  vrai  que,  d'après 
la  définition  du  sinus,  c'est  sur  Oz  qu'il 
faudrait  prendre  lo  segment  -f-  1  pour 
le  projeter  sur  Oy;  mais  nous  savons 
qu'on  peut  intervertir  Oy  et  Oz.  La 
ligne  cherchée  est  le  lieu  du  point  M, 
c'est-à-dire  la  circonférence  de  cercle 
décrite  sur  OB  comme  diamètre.  On 
l'obtient  deux  fois  quand  to  varie  de 
zéro  a  2tt. 

La  ligne   qui   représente   les   varia- 
Flg-  53  tions  de  la  coséeante  est  l'inverse  de 

ce  cercle   :  c'est   la   droite  D'D   menée   par  le    point  B   parallèlement  à  l'axe 
polaire. 

Nous  ne  figurons  pas  les  variations  de  la  tangente  ni  de  la  eolangcnte,  parce 
que  la  ligne  qui  les  représente  est  moins  simple  que  les  précédentes. 

210.  Problème.  —  Étudier  les  variations  de  la  fonction 
p  =  a  costo  -f-  ^  sin  to, 
dans  laque  lie  a  et  b  sont  deu.r  nombres  algébriques  donnés. 

Mêlions  a  en  facteur  commun,  et  posons 
b 

nous  aurons 


P  = 


COS  (? 


cos(t 
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Il  existe  entre  zéro  et  2ir  deux  angles  ayant  pour  tangente 

-  ;   choisissons  celui  dont  le  cosinus  a  le  signe  de  a,  ce  qui  re- 
a 

vient  à  prendre  le  signe    -+-    devant  le  radical  de  la  valeur  de 

cos  <p  (95) 

a 
coso 

Nous  obtenons 


\V 


o  ==  \/a2  -+-  b2  cos  (co  —  <p). 

L'étude  de  la  variation  de  p  est  donc  ramenée  à  celle  de  la 
variation  d'un  cosinus.  Au  lieu  de  faire  varier  co  de  zéro  à  2-, 
il  revient  au  même  de  le  faire  croître  de  <p  à  ç-r-<ïit  :  car  on  a 
ainsi  toutes  les  directions  possibles  du  rayon  vecteur  et  toutes 
les  valeurs  de  p. 

Pour  w  =  'f,  p  est  maximum  et  égal  à  <Ja2  •+-  b2  ;  co  crois- 
sant, p  décroît  constamment  jusqu'à  ce  que  co  prenne  la  valeur 
(p-r-n  pour  laquelle  p  =  —  Ja^-hb3,  minimum  du  rayon  vec- 
teur ;  co  conlinuant  à  croître  jusqu'à  la  valeur  ©-r-2ir  pour  la- 
quelle le  rayon  vecteur  reprend  la  direction  initiale,  p  croît  con- 
stamment et  finit  par  reprendre  sa  valeur  initiale   \ja2  -f-  b2. 

On  voit  que  p  s'est  annulé  deux  fois  ;  les  valeurs  de  co  qui 

-                  3^ 
correspondent  à    p  =  0     sont    «-+-7    et    ® -\ 

ContBE    figurative.  —  Prenons  sur   l'axe    polaire   le    segment  ÔÂ  égal  à   a 
(fig.  54);  considérons  A  comme  l'origine  d'un  segment   ÂB    égal  à  b  et  dont  la 

direction  positive  soit  Oy,  axe  des 
sinus.  Soit  Os  l'extrémité  de  l'angle 
co.  La  projection  du  coutour  OAB 
sur  la  direction  Oz  a  pour  valeur 

a  cos  co  -f-  b  sin  ta, 
c'est-à-dire  p.  Or  cette  projection 
est  égale  à  celle  de  la  résultante 
OB.  On  obtiendra  donc  le  point  M, 
situé  sur  Oz,  en  abaissant  du  point 
B  la  perpendiculaire  sur  Oz.  11  en 
résulte  que  le  lieu  du  point  M,  ex- 
trémité du  segment  p,est  la  circon- 
férence de  cercle  décrite  sur  OR 
comme  diamètre. 

L'angle  c?  est  l'angle  positif  infé- 
rieur à  2tc  que  devrait  décrire  une 
demi- droite  d'abord   appliquée  sur 
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Ox  pour  s'appliquer  sur  015  ;  car  si  l'on  désigne  un  inslanl  cet  angle  par  »',  on  r., 
en  projetant  le  segment  OB  sur  Ox,  puis  sur  Oy, 

v/rt4  +  b*  eos  cp'  =  a,         v'«i  4-6*  sin  cp'  =  b. 
Par  conséquent 

tp'  S5=   O. 

On  obtient  tout  le  cercle  une  première  lois,  co  variant  de  cp  à  cp  -)-  tc,  et  une 
seconde  fois,  w  croissant  de  cp  -j-  it  a  cp  -(-2tc  .  Il  en  serait  évidemment  de  même 
si  l'on  faisait  croître  co  de  zéro  à  tt,  puis  de  -r  a  2ir. 

Si  l'on  continuait  a  faire  croître  co  jusqu'il  l'infini,  il  est  clair  qu'on  obtiendrait 
pour  o  les  valeurs  déjà  trouvées  et  dans  le  même  ordre. 

211.  Remarque.  —  La  résolution  de  l'équation 

a  cos  co  -f-  b  sin  co  =  c 
revient  à  la  recherche  des  valeurs  de  co  pour  lesquelles  p  prend  la  valeur  c.  Le 
problème  peut  être  résolu  graphiquement  en  coupant  le  cercle  dont  l'équation  est 

o  =  a  cos  co  -+-  b  sin  co 
par  un  cercle  ayant  pour  centre  le  pôle,  et  pour  rayon  la  valeur  absolue  de  c.  Si  c 
est  positif,  ce  sont  les  demi-droites  allant  du  pôle  aux  points  d'intersection  de  ces 
cercles  qui  sont  les  extrémités  des  valeurs  cherchées  de  l'angle  co.  Si  c  est  négatif, 
ce  sont  les  prolongements  de  ces  demi-droites  qu'on  doit  prendre. 

Le  problème  n'est  évidemment  possible  que  si  la  valeur  absolue  de  c  ne  surpasse 
pas  \/a*  -\-  b*.  C'est  la  condition  connue. 

212.  Problème.  —  Étudier  tes  variations  de  la  fonction 

c* 

a  cos  to  +  b  sin  co 
dans  laquelle  a.  b,  c  sont  trois  segments  donnés. 
Si  l'on  représente  par  p,  le  dénominateur,  on  voit  que  pour  toute  valeur  de  co, 

PPj  =  c*. 

Les  deux  fonctions  p  et  p{  varient  donc  constamment  en  sens  contraires. 

Prenons  sur  la  direction  OB  (fig.  54)  le  point  G  tel  que  l'on  ait 
OBX  OC=c*j 
la  perpendiculaire  indéfinie  menée  par  le  point  C  a  OB  figure  les  variations  de 
cette  nouvelle  fonction. 

On  peut  le  prouver  directement  en  remarquant  que,  o  ayant  la  même  signifi- 
cation que  dans  le  problème  précédent,  on  a  pour  toute  valeur  de  co, 

p  cos  (co  —  cp)  =  - 


s/a'-  -f-  b* 

ce  qui  prouve  que  la  projection  du  rayon  vecteur  variable  sur  la  direction  OB  est 
constamment  égale  a  OC. 

213.  Problème.  —  Étudier  les  variations  de  la  fonction 

p  =  a  tg  co  -+-  b  cotg  w. 

Si  a  et  b  sont  positifs,  p,  qui  est  infini  pour  co  =  0  et  pour 

W  =  a  '  est  Pos,l'f  dans  1  intervalle,  et  varie  comme  la  somme 
2 
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de  deux  nombres  positifs  variables  de  produit  constant.  Ainsi  p 
commence  par  décroître  jusqu'à  ce  que  l'on  ait 

tgu>  =+y-. 

La  valeur  correspondante  de  p  est  -h  2  \fa~b  ;  puis  p  croit 
constamment  jusqu'à  l'infini. 

Si  l'on  fait  croître  wde-às.  p  reprend  en  sens  contraire  les 

2  ri 

mêmes  valeurs  ebangées  de  signe.  Cette  fonction  varie  donc 
de  — oc   à   — oc   et  passe  par  un  maximum  algébrique  égal 


à   — 2/Ô6   pour  tgw  =  — \  -' 


Si  l'on  continue  à  faire  croître  w,  p  reprend  les  mêmes  va- 
leurs dans  le  même  ordre. 

La  variation  serait  la  même,  sauf  le  signe  qui  serait  changé, 
si  on  supposait  a  et  b  négatifs. 

Dans  ces  deux  cas,  l'équation 

a  tg  w  -+-  b  cotg  a)  =  c 
n'admet  de  racine  que  si  la  valeur  absolue  de  c  est  au  moins 
égale  au  minimum,  c'est-à-dire  si  l'on  a 
c2  —  iab  >  0. 

Enfin,  si  a  et  b  ont  des  signes  différents,  la  fonction  varie 
comme  la  différence  de  deux  nombres  positifs  de  produit  cons- 
tant. On  sait  que  cette  fonction,  qui  est  infinie  et  discontinue 
quand  l'un  des  nombres  est  nul,  varie  constamment  dans  le 
même  sens  quand  l'un  des  nombres  croît  de  zéro  à  l'infini.  Elle 
n'admet  ni  maximum  ni  minimum  et  s'annule  pour 

.  f~ 
'         a 

214.  Problème.  —  On  donne  un  demi-cercle  décrit  sur  une 
droite  A' A  (fig.55),cfe  longueur  connue  2r.  comme  diamètre,  et  un 
rayon  OB  faisant  avec  OA  un  angle  connu  a.  D'un  point  M  pris 
arbitrairement  sur  la  demi-circonférence,  on  abaisse  une  perpendi- 
culaire Mm  sur  A'A,  et  l'on  mène  la  parallèle  MP  à  ce  diamètre 
jusqu'à  sa  rencontre  en  P  avec  le  rayon  OB  ou  son  prolongent-  ni . 
On  achève  le  rectangle  MPmp.  Étudier  la  variation  de  faire  de 
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es  rectangle  quand  le  point  M  parcourt   la  demi-circonférence 
donnée. 
Appelons  x  l'angle  AOAÎ;   ce  sera  notre  variable  indépen- 
dante ;   elle  prendra  toutes 
les  valeurs  depuis  zéro  jus- 
qu'à ut. 

Il  faut  évaluer  l'aire  du 
rectangle  en  fonction  des 
données  r  et  a  et  de  la  va- 
riable x.  Or,  la  dimension 
mil  ou  pP,  perpendicu- 
laire au  diamètre  A' A,  est  la  projection,  sur  l'axe  des  sinus, 
des  angles  qui  ont  OA  pour  origine,  du  rayon  UM  ■ou  du  seg- 
ment ÔP.  On  a  donc,  en  appliquant  le  tbéorème  des  projec- 
tions (21), 

wM  =  pP  =  r  sin  x  =  OP  sin  a  ; 
d'où  l'on  déduit 

r  sin  x 


OP  = 


sin  a 


L'autre  dimension  pm  peut  être  regardée  comme  la  projec- 
tion sur  la  direction  A'A  du  contour  POA1  ;  on  a  donc 

pm  =  Pr.  PÔ  +  Pr.  ÔM  =  Pr.  ÔM  —  Pr.  ÔP, 

c'est-à-dire 

r  sin  x  cos  x 


pm  =  r  cos  x 
ou  enfin 


OP  cos  a  =  r  cos  a? 


pm  =  — —  sin  (a  —  x). 
sin  a 


sin  a 


Dans  le  calcul  qui  précède,  nous  regardons  pm  comme  un 
segment  positif  quand  il  a  la  direction  A'A  et  négatif  quand  il 
a  la  direction  opposée  ;  c'est  le  premier  cas  qui  se  présente 
quand  le  point  mobile  M  est  sur  l'arc  AB  ;  c'est  le  second  quand 
M  est  sur1  l'arc  BA\  en  Mj  par  exemple. 

L'aire  du  rectangle  a  pour  mesure  le  produit  des  nombres 
qui  mesurent  ses  dimensions,  c'est-à-dire,  S  étant  cette  mesure, 
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S  =  mM.  pm  =  — —  sin  a:  sin  fa  —  x). 
sin  a 

Cette  fonction  est  négative  en  même  temps  que  le  segment 
pm,  puisque  l'autre  facteur  »«M  est  toujours  positif  ;  c'est  alors 
sa  valeur  absolue  qui  représente  l'aire  du  rectangle. 

Remarquons  que  la  valeur  de  S  contient  deux  facteurs,  sin  x 
et  sin  (a — x),  qui  peuvent  varier  en  sens  contraires.  On  ne 
voit  donc  pas  immédiatement  comment  varie  le  produit.  Mais 
si  nous  transformons  ce  produit  en  demi-différence  de  cosinus, 
nous  n'aurons  plus  qu'un  seul  terme  variable.  Nous  avons 

rî 

S  =  -—. —  ["cos  (2a:  —  a)  —  cos  al . 
2  sin  a  v  ' 

Nous  voyons  immédiatement  sous  cette  forme  que  l'expres- 
sion entre  crochets,  et  par  suite  S,  passera  par  un  maximum 

a 

pour   2.r  —  a  =  0,  c'est-à-dire  lorsque  x  aura  la  valeur  -,  et 

■S 

par  un  minimum  pour    2a:  —  a  =  it,  c'est-à-dire  lorsque  x  aura 

a       7t 
la  valeur   --h-- 
2      2 

11  est  aisé  de  suivre  les  variations,  x  variant  de  zéro  à  it,  de  la 
quantité  entre  crochets,  que  nous  appellerons  f{x)  ;  l'angle 
2  x  —  a  varie  alors  de  — a  à  2n  —  a,  et  l'extrémité  de  l'arc 
qui  a  même  mesure  que  cet  angle  parcourt  la  circonférence 
entière. 

Les  valeurs  remarquables  de  x,  rangées  par  ordre  de  gran- 
deur, sont 

a  a       ir 

0,  —  >  a,  r  +  ri  it. 

'2  2       2 

Lorsque  l'angle  x  est  nul,    cos(2x  —  a),  que  nous  écrirons 

a 
cos  (a — 2a:)   tant  que  x  n'aura  pas  dépassé  la  valeur  — >  est  égal 

à    cos  a  ;  donc  f{x)  et  S  partent  de  zéro.  L'angle  x  croissant 

jusqu'à  —i   a  — 2a:  décroît;  cet  angle  est  positif  et  inférieur  à  «  ; 

a 

donc  son  cosinus  croît  constamment  ainsi  que  S.  Pour  x  —  —  > 

^  2 

cos  (2a:  —  a)  est  égal  à  1,  et  /"(a?)  passe  par  un  maximum  dont 
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la  valeur  est   1  —  cosa    ou    2sin2  —  •  Le  maximum  de  S  est 
donc 


2>'2  sin8-ya 
2  sin  a 


ou  bien 


-r2  tgia. 


L'angle  ^croissant  depuis  -jusqu'à  a,     2a:  —  a    croît  dezéro 

ss 

à  a,  et  cos(2a? —  a)  diminue  constamment  de  1  à  cos  a.  S  di- 
minue constamment  depuis  le  maximum  qu'on  vient  de  trou- 
ver jusqu'à  zéro. 

a         te 
Faisons  croître  a?  depuis  a  jusqu'à  ^  +-»  l'angle  2a? —  a 

croîtra  depuis  a  jusqu'à  te  et  son  cosinus  continuera  à  diminuer 

depuis  cosa  jusqu'à —  1,  qui  est  son  minimum;  /'(#),  et  par 

suite  S  deviendront  négatifs  et  diminueront  constamment.  Le 

minimum  de  S  a  pour  valeur 

r2( — 1  —  cosa)         ,.       — 2r2cos2|a  n  i 

— : 'j  ou  bien   — — »  ou  enfin    — -r-cotgi2- 

2sina  2sina  2 

a       te 
Enfin,  l'angle  a;  croissant  de  —  -f-^  jusqu'au,     2a?  —  a  croît 

—  -j 

deirà  271  — a  et  cos  (2a?  —  a)  croît  constamment  de  —  1  à 
cosa;  en  même  temps  S  croit  constamment  depuis  le  mini- 
mum précédent  jusqu'à  zéro. 

Cette  discussion  est  résumée  dans  le  tableau  suivant. 


a? 

2a?  —  a 

S 

0 

—  a 

0 

croît 

\'X 

0 

|r2  tgia    max. 
décroît 

a 

a 

0 

décroît 

J-  7  -+--3-71 

TE 

—  i?'2  colg-5-2    min. 
croît 

7C 

2tc  — a 

0 

Le  minimum  algébrique  qu'on  a   trouvé  correspond   à  un 
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maximum  de  la  valeur  absolue  de  l'aire  du  rectangle.  On  voit 
que  cette  valeur  absolue  passe  par  deux  maximums,  atteints 
lorsque  le  point  mobile  est  situé  sur  la  bissectrice  de  l'angle 
donné  ou  sur  la  bissectrice  de  son  supplément. 

215.  Problème.  —  On  donne  un  demi-cercle  décrit  sur  une  droite  A'A 

(fig.  56),    de   longueur    connue  2r, 

,  comme  diamètre,  et  un  rayon  OB 

/S*  \B/  faisant  avec  OA  un  angle  connu  a. 

Mj/'  /Jp\  ®n  a^a'sse  Bb  perpendiculaire  sur 

"/p;_!\m  A'A  ;  d'un  point  M  pris  arbitraire- 

/  ;  /a^^  \  ment  sur  la  demi-circonférence  ABA' , 

/  /V\r         \  on  abaisse  Mm  perpendiculaire  sur 

A'  0  b  #^1 *  A'A  et  Ml*  perpendiculaire  sur  Bb. 

Étudier  les  variations  de  l'aire  du 
Fis-  =6  rectangle  MPbm  ç«a«d  M  deiertf  ia 

demi-circonférence  donnée. 
En  désignant  par  a;  l'angle  AO.M,  que  nous  ferons  varier  de  zéro  à  ir,  on  voit 
que  les  dimensions  du  rectangle  sont 

ïttM        ou        r  sin  x, 
et  6w,  projection  sur  A'A  du  contour  BOM.  On  a  donc 

Un  =  Pr.  BÔ  +  Pr.  Ôlî  =  Pr.  01Ï  —  Pr.  OB  =  r  (cos  x  —  cos  a). 
Par  conséquent,  S  désignant  la  mesure  de  l'aire  au  recl&ngle, 

S  =  r*  sin  x  (cos  X  —  cos  a). 
Comme  dans  le  problème  précédent  et  pour  la  même  raison,  la  valeur  algébrique 
de  S  est  positive  tant  que  x  n'a  pas  atteint  la  valeur  a,  et  devient  négative  aus- 
sitôt iue  x  dépasse  cette  valeur.  L'aire  du  rectangle  variable  est  mesurée   dans 
tous  les  cas  par  la  valeur  absolue  de  S. 
Posons 

f  {x)  =  sin  x  (cos  X  —  cos  a), 
et  prenons  la  dérivée  de  celte  fonction  évidemment  continue  pour  toute  valeur 
de  x  ;  nous  trouvons  successivement 

f>[X)  =  cos  x  (cos  X  —  cos  a)  —  sin*  x 
==  cos*  x  —  cos  a  cos  a?  —  sin2  x 
=  2  cos*  x  —  cos  a  cos  a?—  1. 
Étudions  les  signes  que  prend  celle  dérivée,  x  variant  de  zéro  à  «  ;  pour  cela 
cherchons  les  racines  de  l'équation 

2  cos*  X  —  cos  «  cos  X  —  1  =  0. 
Ces  racines  sont  évidemment   réelles,  de  signes  différents,  et  l'une  d'elles  au 
moins  est  comprise  entre  —  1  et  -f-  1  puisque  la  valeur  absolue  du  produit  est  -y. 
Pour  que  l'autre  le  soit  aussi  il  faut  et  il  suffit  que  —  1  et  -|— i  substitués  à  cos  x 
donnent  des  résultats  positifs  comme  le  premier  lerme,  c'est-a-dirc  que 

2  -f-  cos  a  —  1  et  2  —  cos  a  —  t 

soient  positifs  ;  or  ces  conditions  sont  évidemment  satisfaites,  de  sorte  que  les 
deux  racines  sont  acceptables,  et  puisque,  x  variant  de  zéro  à  ir,  cos  x  diminue 
constamment  de  1  à—  1,   il  y  a   dans  cet  intervalle,  pour  chacune   d'elles,  une 
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valeur   de   x  et   une  seule.    En  Les  appelant   cos  x'   et    cos  a?    (nous  suppo- 
sons x'<Cx"i,   leurs  valeurs  sont 

cos  ot  -f-  \/  cos2  a  -f-  8 


cos  x"  = 


cos  a  —  v'cos*  a  +  8 


R<  marquons  aussi  que    cos  a   substitué  à    cos  x    dans  le  trinôme  donne 
2  cos*  a.  —  cos*  a  —  1  ou  bien  cos*  a  —  1, 

résultat  négatif;  donc    cos  a    est  compris  entre  les  racines,  et,  par  suite, 

x'<n<x". 

Les  valeurs  remarquables  de  X  sont  donc,  par  ordre  de  grandeur, 
0,    X' ,    a,    x",     îc. 

Pour  x  =  0,  le  facteur  sin  x  est  nul,  et  la  fonction  part  de  zéro  ;  x  croissant 
i  îsqu'à  x' ,  cos  X  est  supérieur  aux  deux  racines  de  la  dérivée,  donc  cette  fonc- 
tion est  positive  et  f  (x)  croît.  Pour  x  =  x',  la  dérivée  est  nulle;  et,  comme 
ensuite  elle  devient  négative,  la  fonction  passe  par  un  maximum  pour  cette 
valeur  de  x.  Le  calcul  de  la  valeur  du  maximum  n'offrant  pas  d'intérêt,  nous  ne 
le  faisons  pas. 

L'angle  x  croissant  de  x'  a  x",  la  dérivée  reste  négative  ;  donc  la  fonction 
décroît  ;  elle  est  d'abord  positive,  passe  par  zéro  pour  x  =  a.  puis  devient  néga- 
tive. Pour  x  =  x"  la  dérivée  s'annule  et  change  de  signe.  Donc  la  fonction  nasse 
par  un  minimum. 

Eufin  si  l'on  lait  croître  X  du  x"  h  ic,  la  dérivée  reste  positive,  et  la  fonction 
redevient  croissante.  Pour  x  =  tt,  elle  s'annule  avec  le  facteur  sin  x. 

Celte  discussion  est  résumée  dans  le  tableau  suivaul. 


X 

rw 

s 

0 

-+- 

0 
croît 

x' 

0 

maximum 
décroît 

et 

— 

0 
décroît 

■  x" 

0 

minimum 
croît 

7t 

■+■ 

0 

Comme  dans  le  problème  précédent,  le  minimum  négatil  de  S  correspond  à  un 
maximum  dans  la  valeur  absolue  de  l'aire  du  rectangle. 

Si  l'on  appelle  M'  et  M"  les  positions  du  point  mobile  M  qui  correspondent  aux 
deux  maximums,  et  si  l'on  mène  par  ces  Doints  des  tangentes  au  cercla,  on  cons- 
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tate  sans  difficulté  que  les  parties  de  ces  tangentes  comprises  entre  le  dia- 
mètre A 'A  et  la  perpendiculaire  6B  an  diamètre  ont  leurs  milieux  respeclifs  en  M 
et  en  M'. 

215bis.  Problème.  —  Étudier  les  variations  de  la  fonction 

2(x-l)8       ■ 
y  =  — » 

vAlx1  —  4x  cos  'f  -I-  1 

0- 

Construire  la  courbe  dans  le  cas  où     ?  =  ^. 

{Concours  d'admission  à  Vécole  navale,  1,991.) 

Nous  supposerons  le  radical  pris  avec  le  signe  -+-  ;  il  est  clair  que  si  nous  con- 
naissons les  variations  de  y  dans  cette  hypothèse,  nous  en  conclurons  sans 
difficulté  les  variations  de  cette  fonction,  le  radical  étant  supposé  précédé  du  si- 
gne — . 

Écartons  d'abord  le  cas  où  l'angle  donné  f  serait  égal  à  kiz,  k  étant  entier  : 
l'élude  proposée  reviendrait  alors  à  celle  des  variations  de 

y        t(2xdz  1)* 

s  désignant  -J- 1  si  2x  ±  i  est  positif,  et  —  1  si  ce  binôme  est  négatif; 
la  question  devient  alors  tout  à  fait  élémentaire  et  n'exige  |  as  l'emploi  des  dérivées. 
Les  courbes  qui  figurent  la  variation  sont  des  hyperboles  ayant  une  asymptote  pa- 
rallèle à  l'axe  des  y  et  Pautre  parallèle  à  l'une  des  bissectrices  des  angles  formés 
par  les  axes  de  coordonnées. 

Dans  le  cas  général,  le  trinôme  4a2 —  4r  cos  ©-+-1,  placé  sous  le  radical, 
ne  peut  s'annuler  pour  aucune  valeur  de  x,  ruisque  4(cos2  © —  1)  est  négatif; 
ce  trinôme  est  donc  positif,  comme  son  premier  terme,  pour  toutes  les  valeurs  de 
la  variable.  Il  résulte  de  là  que  la  fonction  proposée  est  réelle  et  finie  pour  toutes 
les  valeurs  données  à  x  ;  de  plus  elle  est  continue  pour  toutes  ces  valeurs,  puis- 
qu'elle est  le  quotient  de  deux  fonctions  continues  et  que  son  dénominateur  ne  peut 
s'annuler.  Enfin  on  voit  immédiatement  que  la  valeur  de  y  est  toujours  positive, 
sauf  pour  x  =  1,  valeur  pour  laquelle  la  valeur  de  y  est  nulle;  c'est  donc  un 
minimum. 

Cherchons  les  valeurs  que  prend  y  pour  x  =  ±  oo  ;  mettons,  pour  cela,  la 
fonction  proposée  sous  la  forme 

4    .    2 


y  — 


2x"-  —  4x  -f-  2  2      x 


vAla;*  —  ix  cos  <p  -+-  1        ,     f      4  cos  ?       V 


s  désignant  +1  ou  —  1  suivant  crue  la  variable  .T  reçoit  des  valeurs  positives 
ou  des  valeurs  négatives.  On  voit  que  si  la  valeur  absolue  de  X  croît  sans  limite, 
le  numérateur  tend  vers  2  et  le  dénominateur  vers  zéro.  Ainsi  y  croît  sans 
limite. 

De  ce  qui  précède  il  résulte  que  la  variable  x  croissant  de  — 00  à  -f-00, 
la  fonction  y  part  de  -+■  00  et  revient  à  -4-00  après  avoir  passé  par  un  mini- 
mum au  moins,  égal  à  zéro,  et  atteint  pour    x  =  l. 

Pour  compléter  cette  étude  sommaire,  calculons  la  foncliou  dérivée  de  y  ;  nous 
obtenons 
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ix  —  2  cos  © 


4(x  —  1)  \/4x*  —  ix  cos  ?  -H  1  —  2(x  • 


\/4a;2  —  4#  cos  9  -f-  i 
4.1;2  —  4x  cos  ?  -4-  1 
ou  Lien,  après  réductions, 

,  _  4{x  —  l)[2.rs  —  (3  cos?  —  2)#-t-l  —  cos  9] 

'    (4.x'  —  4x  cos  v>  -+■  1  )'2 

Celte  dérivée  est  réelle,  finie,  continue  et  bien  déterminée  pour  toutes  les  valeurs 
de  x;  le  dénominateur  est  toujours  positif,  de  sorte  que  y'  a  constamment  le  signe 
du  numérateur.  Désignons  par  o  (x)  la  quantité  placée  entre  crochets  : 

cp(#)  =  2x*  —  (3  cos  <p  —  2)x  +  1  —  cos  ?. 

C'est  uu  trinôme  du  second  degré  qui  ne  peut  s'annuler  que  si  l'on  a 

(3  coso  — 2)3  — 8(1  —cos  ?)^0 

ou  bien  9  cos2  9  —  4  cos  9  —  4^0.  (À) 

Or  celte  condition  n'est  pas  remplie  pour  toutes  les  valeurs  de  l'angle  9  :  car 
l'équation 

/■(cos  9)  =  9  cos2  ?  —  4  cos  9  —  4  =  0, 

dans  laquelle  nous  regardons  cos  tp  comme  une  inconnue,  a  ses  racines  réelles  et 

4 
de  signes  différents  puisque  leur  produit     — <?     est  négatif;  de  plus,  elles  sont 

comprises  entre  —  1  et  +  1  :  en  effet  •+-  1  surpasse  évidemment  la  racine 
négative;  il  surpasse  aussi  la  racine  positive  puisque  /"(l)  =  9  —  4  —  4  =  1, 
nombre  positif;  on  voit  de  même  que  —  1  est  inférieur  à  la  racine  positive  et 
aussi  à  la  racine  négative  puisque  /"( —  l)=9-f-4 — 4  =  9,  nombre  positif. 
Appelons  cos  a  la  racine  positive  et  cos  jî  la  racine  négative  ;  uous  aurons 

2  +  2/ÏÔ  a        2  —  2/ÏÔ 

cos  a  = 1  cos  p  = • 

9  J 

Nous  avons  deux  cas  à  distinguer  : 

1°  Si  cos  tp  est  compris  entre  cos  a  et  cos  [3,  la  condition  (A)  n'est  pas  satis- 
faite ;  l'équation  tp(ar)  =  0  a  donc  ses  racines  imaginaires  et  le  trinôme  tp(.T) 
est  positif  pour  toutes  les  valeurs  de  x.  La  fonction  dérivée  y'  a  donc  le  signe  du 
facteur  x  —  1,  c'est-à-dire  qu'elle  est  négative  tant  que  x  est  inférieur  à  1, 
nulle  pour  x  =  1  et  positive  pour  x  >  1.  Il  en  résulte  que  la  fonction  pro- 
posée y  décroît  constamment  de  l'infini  à  zéro  quand  x  croît  de  — go  à  1,  puis 
croit  constamment  de  zéro  à  l'infini  quand  x  croît  de  1  à    -t-co. 

2°  Si  cos  9  n'est  pas  compris  dans  l'intervalle  de  cos  et  à  cos  p,  c'est-à-dire  si 
l'on  a 

cos  a  <C  cos  '•?  <  1 

ou  bien  cos  p  >  cos  tp  >  —  1 , 

la  condition  (A)  est  satisfaite,  et  le  trinôme  tp  [x]  change  deux  fois  de  signe  quand 
x  varie  de  —  oo  à  +  co .  Les  valeurs  de  x  pour  lesquelles  ces  changements  de 
signe  se  présentent  sont 


3costp — 2 — y^cos8? — 4  cos  9—4  3  cos  te— 2-4-^9  cos8  9 — 4  cos  9 — 1 

X\  = et    #a  = '■ ■ 
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Ces  valeurs  oui  toujours  le  même  signe  puisque   leur  produit 


1  —  cos  » 


est 


positif  ;  elles  sont  positives  si  cos   9  surpasse      ,  ce   qui  arrive  quand  cos  9  est 

compris  entre  cos  a  et  1  ;  elles  sont  négatives  quand  cos  9  est  compris  entre  cos  p 
et    i.    Dans  tous  les  cas  elles  sont  inférieures  à  1  :  car 

<p(i)  =  2  —  (3  cos  9 —  2)  -f-  1  —  cos  9  =  5  —  4  cos  m, 

nombre  positif;  ainsi  1  ne  peut  pas  être  compris  entre  les  valeurs  de  Xi  et  x2;  de 
plus,  ces  valeurs  ne  peuvent  pas  surpasser  1  puisque  leur  produit  est  évidemment 
inférieur  à  1  ;  elles  sont  donc  toutes  deux  plus  petites  que  l'unité. 

Suivant  que  x  est  ou  n'est  pas  compris  dans 
l'intervalle  de  Xi  à  X2,  le  trinôme  9 (x)  est  négatif 
ou  positif. 

Pour  suivre  aisément  les  variations  de  y,  faisons 
un  tableau  divisé  en  trois  colonnes;  inscrivons  dans 
la  première  les  valeurs  remarquables  de  X  rangées 
par  ordre  de  grandeur  ;  dans  la  deuxième,  mettons 
les  signes  de  la  fonction  dérivée  y';  la  connaissance 
de  ces  signes  nous  permettra  d'inscrire  dans  la  troi- 
sième colonne  les  variations  de  la  fonction  propo- 
sée . 

Dans  le  cas  où  cos  9  serait  égal  soit  à  cos  a  soit 
à  cos  p,  les  valeurs  de  Xi  et  Xs  deviendraient  éga- 
les et  le  trinôme  <s(x)  s'annulerait  sans  changer  de  signe  pour  x  =  xt  =  Xi  ; 
la  fonction  y  serait  alors  constamment  décroissante,  x  variant  de    —  co  à  1. 


X 

y' 

y 

—  en 

-4-00 

décroît 

Xi 

0 

-f- 

minimum 
croît 

■  Xi 

0 

maximum 
décroît 

1 

0 

minimum 

-t- 

croit 

+  œ 

■+-« 

Construction   de  la  courbe  pour  le  cas   où    9  =  -tt--     —  Eu  ce    cas 


COS  f  =  —  à 


et  la  fonction  devient 


y  = 


2(x  —  i)i 


\'ix'2  -+-  2x  -+-  1 


Le  nombre    — ~    n'étant  pas  compris  entre  cos  a  et  cos  p  puisque 


H) 


4  =  i 


nombre  positif,  nous  sommes  dans  le  second  cas  examiné  plus  haut  ;  les  valeurs 
de  Xi  et  de  Xi  sont  les  racines  de  l'équation 


ou  bien 


2x*  +  \x  +  \=zQ 
Ax1  -+-  Ix  4-  3  =  0. 


Ces  valeurs  sont  donc    X\  =  —  1     et    x-z  =  —  j« 

S  s  v/3 

La  première  correspond  à  un  minimum  égal  à    -7=.   ou    — —    ou    4,61S8... 


49 


3 

7v/T 


La  seconde  correspond  à  un  maximum  égal  à    r-s    ou    -     -    ou    4,6300 

4y  7  4 

(Les  valeurs  décimales  sont  approchées  par  défaut  à  moins  de  0,0001  ) 


m 
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Asymptotes.  —  Cherchons  les  équations  des  asymptotes.  Leurs  coefficients  an- 

gulaires  sont  les  limites,  pour  x  infini,  du  rapport  -• 


Or, 


2x  —  4  -+-  - 
x 


x      x* 


y/4x-  -+■  2x 


1  V 


a;      a;" 


e  désignant    -+-  1     ou    —  1     suivant  que  X  est  positif  ou  négatif.  Faisons  croître 


indéfiniment  la  valeur  ahsolue  de   x;    on  voit  que  pour  x  positif,  la  limite  de   '- 


y 


Fig.  56  bis. 


est    +  l  ;    celte  limite  est    —  1     pour  x  négatif.  Ainsi  la  courbe  a  deux  asymp- 
totes parallèles  aux  bissectrices  des  angles  des  axes. 

L'ordonnée  à  l'origine  de  l'asymptote  dont  le  coefficient  angulaire  est    -+- 1     est 
la  limite  pour  x  infini  et  positif  de  la  différence    y  —  X  ;    on  a 


y  —  x 


_  2x%  —  4a;  -f-  2  —  x^lx*  -+-  2x  -+- 1 

y/4a?3  -f-  2x  H-  1 
(2#a  —  4x  -r-2)2  —  xl(4a?-h2x  +  l) 


l  (2a;s  —  4x  -+■  2  ■+-  a;y/4a;-  H-  2a;  -+-  iy4a;2  -+-  2x  -t-  1 

ou,  après  simplifications, 

—  lS,r^-f-23a;8  — !6a?H-4 

v~      ~  4x3-h  2x2  -hx-h  (2a;2  —  4a;  +  2)v/4ar-'  -+-  2a;  -+- 1 

Si  l'on  divise  haut  et  bas  par  x3,  puis  que  l'on  fasse  croître  x  au-delà  de  toute 
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limite,  on  trouvera 

18  9 

lunfy  —  x)  =  —  -g —  j- 

9 

L'équation  de  celte  asymptote    est  clone    y  =  x — ■:• 

La  seconde  asymptote  a  pour  ordonnée  à  l'origine  la  limite  pour  x  infini  et  négatif 
de    y-j-x,    ou  bien  si  l'on  pose 

la  limite  pour  x'  infini  et  positif  de    y  —  x'.    Or 


■2x"2  -4-  4x'  -+-  2  —  xWix'2  —  2x'  -4-  1 . 
y  —  x  = ; 

y/ix'*  —  2a?'  -4-  1 

9 
un  calcul  semblable  au  précédent  donne   pour  limite  de    y  —  3?    le  nombre    ji 

l'équation  de  celte  asymptote  est  donc 

9 

y  =—x-h-£- 

Ces  deux  droites  sont  symétriques  l'une  Ue  l'autre  par  rapport  à  l'axe  des 
abscisses  ;  on  pouvait  le  prévoir  à  cause  de  la  symétrie  de  la  courbe  complète  par 
rapport  à  cet  axe. 

Cherchons  si  les  asymptotes  rencontrent  la  courbe  à  distance  finie  ;  les  abscisses 
des  points  communs  à  la  première  asymptote  et  à  la  courbe  sont  les  racines  de 
l'équation 

9  2(a?— I)3 

X T  = 


4      s/Ax-  -+-  2a?  -4-  1 

Pour  la  résoudre  nous  devons  élever  les  deux  membres  au  carré,  de  sorte  que 
les  points  trouvés  pourront  être  sur  la  partie  de  la  courbe  complète  située  du  côté 
des  y  négatives  aussi  bien  que  sur  l'autre.  Cette  équation  du  quatrième  degré  ad- 
met, comme  on  pouvait  s'y  attendre,  deux  racines  infinies,  et  en  outre  les  racines 
de  l'équation  du  second  degré 

188a?2—  346a;—  17  =  0. 

Leurs  valeurs  sont  à  moins  de  uu  dix  millième 

1,8883         et         —0,0478. 

Les  points  communs  à  la  seconde  asymptote  et  à  la  courbe  ont  évidemment  les 
mêmes  abscisses. 

Points  d'inflexion.  —  La  seconde  dérivée  de  la  fonction  y  a  pour  valeur 

,  _  S(3cos2y— Scos-.;-f-7).r!-M6(co52?— 5cosgH-3)3?-f-4f6cos2y— Icis  .— 1) 

—  ix  cos  9  -+•  l)2 

Dans  le  cas  particulier  où    cos  o  =  —  -,    le  numérateur  de  celle  fonction  esl 
'  2 

le  double  du  trinôme 

47a?a  -4-  J6a'  4-5. 

3     .. 
qui  s  annule  pour  deux  valeurs  de  x,  l'une  comprise  entre    —  1     et    —  --    l  au' 
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tre  entre et  zéro.  La  coucavilé  de  la  courbo  est  touruée  du  côté  des  y  posi- 

4 
tives  sauf  le  petit  arc  formé  par  les  points  dont  les  abscisses  soûl  comprises  entre 
ces  deux  valeurs  de  x  qui  sont  les  abscisses  de  deux  points  d'inflexion. 


|  4.  —  Résolution  de  quelques  inéquations 
trigonométriques. 


Une  inéquation  trigonométrique  est  une  inégalité  renfer- 
mant une  ou  plusieurslignes  trigonométriques  d'arcs  variables, 
et  qui  n'est  vérifiée  que  si  les  extrémités  de  ces  arcs  sont  com- 
prises entre  certains  points  limites  sur  le  cercle  trigonomé- 
trique. La  résolution  de  l'inéquation  consiste  dans  la  détermi- 
nation de  ces  points  limites. 

11  est  bien  entendu  qu'aux  arcs  on  peut  substituer  des  angles; 
en  ce  cas  les  points  limites  sont  remplacés  par  des  demi- 
droites  limites. 

Les  exemples  qui  suivent  montrent  suffisamment  la  marche 
à  suivre  pour  résoudre  une  inéquation  trigonométrique. 

Problème.  —  Déterminer  les  arcs  x  compris  entre  zéro  et  2^ 
vérifiant  l'inéquation 

2  sin  x  >  tg  x. 
Celte  inéquation  est  équivalente  aux  suivantes  : 

^    •  sin  x 

2  sin^r >0, 

cos  a? 

sin.x(2cosic  —  1) 


cos  X 
sin  x  cos  a?, 2  cos  x  —  1  )  >  0. 

Les  valeurs  de  x  comprises  entrezéro  et  2u  pour  lesquelles 
un  de  ces  trois  facteurs  s'annule  puis  change  de  signe  sont 

0,  — '   — ,  it,  — >   —  et  2tt.  Kangeons-les  dans  un  tableau, 
'3223 
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et  indiquons  le  signe  de  chaque   facteur  dans   chacun    des 
intervalles. 


X               ( 

sin  x 

) 

<L 

-      T     2" 

-h 

-+■ 

+ 

— 

— 

— 

cos  X 

-+- 

-+- 

— 

H- 

'    H- 

2cos  x  —  1 

-f- 

— 

— 

-f- 

^^ 

■Mi 

lli 

■ 

On  voit  immédiatement  que  sur  ces  six  intervalles  il  y  en 
a  trois  pour  lesquels  l'inéquation  est 
vérifiée.  Ils  sont  figurés  sur  le  cercle 
trigonométrique  par  les  arcs  AC,  BA' 
et  B'C  (fig.  57). 

Si  l'arc   x   se  terminait  sur  l'un  des 
arcs  CB,  A'B'  et  C'A,  on  aurait 
2  sin  x<i  Igx. 
Enûn  si  l'extrémité  de  l'arc   x    est 
l'un   des  quatre    points    A,   G,   A',  G', 
l'inégalité  est  remplacée  par  l'égalité 
2  sin  x  =  tg  x. 

Problème.  —  Trouver  les  valeurs  de  x  comprises  entre  zéro 
ri  2ir  vérifiant  l'inéquation 

(  1  )  f(x)  =  a  cos  x  -h  b  sin  x  —  c  >  0 . 

Nous  avons  étudié  (210)  les  variations  de  la  fonction 
0  ==  a  cos  w  -y-  b  sin  bj  que  nous  avons  ramenée  à  la  forme 
p  =  s/a'2  4-  b'1  cos(io  —  o),  cp  étant  l'angle  unique  compris 
entre  zéro  et  2*  déterminé  parles  équations 

b  a 

cos  <p  = 


le  a  = 


a 

TUIGON. 


y/a- 


li 
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Nous  pouvons  donc  affirmer  que  la  fonction 
a  cos  x  -+-  b  sin  x  a  un  maximum  égal  à  -+-  s/a2  -+-  //-  et 
atteint  pour  x  =  o,  et  un  minimum  égal  à  —  \Ja~  -t-  b2  et 
atteint  pour  x  =  o±-.  Par  suite,  pour  ces  mêmes  valeurs 
de  x,  la  fonction  f(x)  a  un  maximum  égal  à  -h  v/a2  +  6-  —  c 
et  un  minimum  égal  à  — \la2-i-b-  —  c;  et  comme  cette 
fonction  est  continue  pour  'toutes  les  valeurs  de  x,  elle  ne 
peut  prendre  que  les  valeurs  comprises  entre  ce  maximum  et 
ce  minimum. 

Cela  posé,  trois  cas  peuvent  se  présenter  : 

/  '  Cas  :     a2  -+-  b2  —  c'2  <  0.     —  Alors  la  valeur  absolue  de  c 


surpasse  \Ja-  -b  b2  ;  le  maximum  et  le  minimum  ont  donc  le 
signe  de  —  c,  et  la  fonction  f(x)  ne  peut  pas  changer  de 
signe.  Si  — c  est  positif,  l'inéquation  (1)  est  satisfaite  pour 
toutes  les  valeurs  de  x;  elle  ne  l'est  pour  aucune  si  — c 
est  négatif. 

2e  Cas  :  a2  -+-  b2  —  c2  =  0.  —  La  fonction  f(x)  a  encore  le 
signe 'de  — c  pour  toutes  les  valeurs  de  x  excepté  pour 
celle  qui  l'annule  et  qui  correspond  soit  au  maximum,  soit  au 
minimum  de  la  fonction. 

Par  exemple,  l'inéquation 

v':!  os  x  -4-  sin  x  -+-  2  >>  0, 

qu'on  peut  écrire     2  cos  f  x -j-h2>-0,     est  vérifiée  pour 

Ion  tes  les  valeurs  de  x  sauf  pour    n  —  —     qui  correspond 

au  minimum  égal  à  zéro  du  premier  membre. 
L'inéquation 

y/5  cos  x  -+-  sin  x  —  2  >  0      ou  bien     -Icoslx-  ~\  —  2>>0, 

h  est  -vérifiée  pour  aucune  valeur  de  x  ;  pour  la  valeur  parta- 
it . 
culiere     x  =  ■—     qui  correspond  au  maximum,    le    premier 

membre  est  nul. 
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3  Cas  :  a2  -+-  b-  —  c-  ;>  0.  —  En  ce  cas,  la  valeur  absolue 
de  c  étant  inférieure  à  \faz  -+-  b2,  le  maximum  \  </-  -+-/>-  —  c 
est  positif,  le  minimum  —  v  a-  -h  b-  —  c  est  négatif.  Si  donc 
on  fait  croître  x  de  Z'îro  à  2r;  la  fonction  f(x)  change  deux 
fois  de  signe  en  s'annu'.anl  ;  appelons  ■>:'  et  x"  (x'<ix")  les 
deux  valeurs  de  x  pour  lesquelles  f(x)  s'annule  et  supposons 
qu'on  marque  sur  le  cercle  trigonométriqueles  extrémités  des 
deux  arcs  x'  et  x"  ;  le  cercle  se  trouvera  partagé  en  deux 
régions  ;  l'une  d'elles  sera  le  lieu  des  extrémités  des  arcs  x  pour 
lesquels  f{x)  est  positif;  nous  l'appellerons  région  positive; 
l'autre,  que  nous  appellerons  région  négative  contiendra  les 
extrémités  de  tons  les  arcs  pour  lesquels  f(x)  est  négatif.  Si 
l'on  connaît  le  signe  de  f(x)  pour  un  point  quelconque  de 
Tune  de  ces  régions,  regardé  comme  étant  l'extrémité  de 
l'arc  x,  on  en  conclura  immédiatement  le  signe  de  cette 
fonction  pour  tous  les  autres  points  du  cercle  trigonométri- 
que.  On  peut  remarquer  que  l'extrémité  de  l'arc  cp  est  toujours 
sur  la  région  positive  puisque  cet  arc  correspond  au  maxi- 
mum. 

Voici  des  exemples  numériques  : 

I        \  3  cos  x  -H  sin  ./■  —  v/2  >  0. 

1 

tgo  =  -      • 


cos  =  = 


:; 


cos 

[x- 

ù 

x' 

=  ¥-*- 

-          o- 

T  =  :  T*  ! 

X     - 

JQ 

doit  donc  avoir 

0<x< 

x', 

Le  premier  membre  s'annule  loi 

- 

6  ]=  —  =  C0ST 


c"<:r<2- 
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2°     v^cosarn-sinx-h  v^>  0. 

s/6  7T 


COS  ©  = 

L'équation 


v/2 


3* 

~q)  =     T  =C0ST 


donne 

71         3-  11- 


x    =  2tc  + 

6 


17* 

"  ~Ï2~ 


Ici  encore  on  doit  avoir 

0<a?<x',  x"<^<-2-. 

3°      —  \'3  cos  t  -+-  sin  .r  —  y2  >  0 . 

kJC'  1 

J* _  tar  ©  =  — 


-v/3 


COS  ©  =  — 

L'équation 


\  3 


~6~ 


•  Fie.  60 


5"  \  v/2  tt 

COS  (  X =  r— .  =  cos  — - 

ti   /  2  4 


donne 


a-'  = 


7s 


5- 


13i 


6  4  12 

L'inéquation  revient  à 


6      ~  4  12 
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on  en  conclut 

•'-_5ï    -—  —  _L  „  _  5tc        3tc         19h 

b'       "    4    '  "   1-2  '  '  ~6~H     I"  ""     12 

L'inéquation  revient  à 

x' <  x<  x". 

EXERCICES    SUR    LE    CHAPITRE    VIN 


i.  Équations  trigonométriques  à  résoudre  (*). 

sin  x  =  3  cos2  x. 

tg  2a;  =  cotg  x. 

cos  3a;  =  2  cos2  x. 

cotg  a;  —  tg  x  =  sin  a;  -f-  cos  a;. 

2 

sin4  x  -\-  cos*  se  =  —• 

tg  a;  —  tg  3a;  =:  2. 

4  <in2  x  =  3  sin  a;  +  cos2  x. 

tg2  as  +  sin2  x  =  3  cos2  x. 

2  cos  a;  =  3  tg  x. 

tg*  x  —  6  tg8  a;  +  i  =0. 

cos4  a;  — 20  cos2a;  +  12  =  0. 

2  sin2  x  -}-  sin2  2a;  =  2. 

•        j.                  ^ 
sin  a;  +  cos  a;  = 

2 

3  sin  a;  -j-  4  cos  x  =  5. 
sin  a;  +  /3  cos  a;  =  —  2. 
3  sin  a;  —  y/3  cos  a;  =  1. 

6in  x  +  cos  x  -\-  sin  2a;  =  2. 


—  cos  a;  —  —  sin  x  =  —  • 

0  —  0 

sin  3a;  =  2  sin2a;. 

1 

tg  x  =  4  sin  —  a;. 

tg  a;  +  y/3  cotg  a;  =  t  +  /3. 
/:!  tg  a;  —  cotg  x  =  2. 


(*)    Uu  grand  nombre    de  ces  équations    ont  été    proposées   aux  examens   oraux  des 
candidats  à  l'École  spéciale  militaire. 


ili    •      ÉQUATIONS  ET  FONCTIONS  TRIGONOMÉTRIQUES 
sin  x  sin  3.c  =  —  • 


sin  x  =  cos  2a;  —  — 
\     * 
cotg  x  -\-  cos  x  =  cosec  x  —  sin  a;. 

sin  'Sx  —  2  sin  2a;  -\-  sin2  x  -f-  4  sin3  a;  =  0. 

4  cos* a;  —  6  sin2  a;  -f-  5  sin  2a;  =  0. 

arc  sin  a;  +  arc  sin  x  /3  =:  —  • 
K  2 

arc  tg  a;  -j-  arc  Ig  3a;  =  — . 

2.  Résoudre  les  équations  suivantes,  dans  lesquelles  m  désigne  un 
nombre  donné.  —  Discuter. 

sin2  x  -(-  tg2a;  ss  m2. 


tg 


7C  \  /tC 


sin  a;  -f-  cos  x  -f-  sin  2a;  =  m. 

sin  a;  -{-  cos  x  =  m  sin  x  cos  a\ 

sin  3a;  =  m  sinaa;. 

tg  3a;  =  m  tg3  x. 

cos  x  (cos  a;  -f-  sin  x)  =  m. 

sin  a;  (cos  x  -\-  sin  a?)  =  m. 

sin  a;  sin  "èx  —  m. 

tg  a;  tg  2a;  =  m. 

cos  3a;  =  m  cos3  a;. 


tg  («  +-)  —  tg»  =  m. 

x 
sin  a;  -j-  3  cos2  —  =  m. 

x 
cos  x  -f-  3  sin2  —  =  m . 

(m  —  i  )  cos2  a;  —  (2m  —  5)  cos  x  -\-  m  —  1  =  0 . 

m  cos2  a;  —  i(m  —  i)  cos  a;  -j-  m  +  o  r=  0. 
(m  —  I)  sinaa;  —  (m  —  2)  sin  a;  +  m  —  3  =  0. 

3.   Résoudre  les  systèmes  suivants,  dans  lesquels  a  désigne  un  arc 
donné,  m,  n,  p  des   nombres  donnés,  et  x,  y,  z  des  arcs  inconnus. 
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x  -\-  y  —  a,  sin  x  sin  y  —  m  cos2  x. 

x  +  y  =  a,  sin  x  -\-  cos  y  =  m. 

x  —  y  =  a,  sin2  x  =  m  sin  y  cos  a?. 

x  —  y  z=z  a,  sin  a;—  sin  y  =  sin  a. 
sin  x  —  sin  y  =  m,  cos  x  -f-  cos  y  =  ». 

sin  a?  -f-  sin  y  =  m,  cosec  x  -f-  cosec  y  =  n. 

tg  x  -\-  tgy  —  m,  cotg x  +  cotg  y  =  n. 
sin  a?  -f-  sin  y  =  >n,  cos  a;  cos  y  =  ». 


sin  a;  =  m  cos  ?/,  tg  2x  —  m  tg  ;/ 

x  +  y  +  z  =  h~, 


x  +  y  +  z  =  Att, 


sin  a;  sin  y sin  « 

m  n             p 

tgjs  _  tg_y  _  tgg 

»i  «            p 


x  +  y  +  z  =  k~y  tgx[gy  =m,     tgytg  *  =rn. 

r  2/ 

a;  -f  ^/  =  — ,  sin  (a;  +  «)  +  sin  (a;  —  a)  +  2»i  cos2  —  =  », 


4.  Éliminer  a;  entre  les  deux  équations  de   chacun   des   systèmes 
suivants  (mêmes  notations)  : 

tg  (x  —  a) 

; ; ;  =  m,  »  cos  2x  +  p  sin  2x  =  1. 

tg(*  +  «) 

sin  a;  -f-  cos  a;  =  m,  sec  a;  -(-  cosec  x  —  n. 

sin  x  +-cosa?  =  m,  tg2œ  +  cotg  2a;  =  n. 

sin  x  +  cos  a;  =  m,  sin3  x  -f-  cos3  a;  =  n. 

(     2  cos  a;  (1  +  cos2-»)  —  sin  a;  cos  âœ  =  >», 
(     2  sin  a;  (  1  -f-  sin2  a;)  —  cos  x  sin  2a;  =  ».. 

m  cos  a;  +  »  sin  œ  =  ff  » 
m' cos  ar  +  »'  sin.a;  =  p'„ 

5.  Éliminer  a?  et  y  entre  les  trois   équations  de   chacun  des  sys- 
tèmes suivants  : 
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x  +  V  =  a,  tg  x  +  tg  y  z=  m,       cotg  x  -f-  cotg  y  =  n. 

x  +  y  =  a,  cos  a;  cos  t/  =  m,  sin  a;  sin  1/  =  n. 

œ  +  y  =  a,  cos  a;  +  cos  x  =  m,       sin  a;  -f  sm  î/  =  n- 

1  1  1 

cosa;  =  mcosa,        cos  y  =  n  cos  a,        tg-x  tg-  ?/  =  tg-a. 

6.  Trouver  les  extrémités  des  arcs  a;  et  «/  satisfaisant  aux  systèmes 
suivants  : 

tg  2a;  =  cotg  y,  tg  a;  =  cotg  2y, 

sin  3a;  =  cos  y,  sin  a;  =  cos  3y, 

sin  ma?  =  cos  py,  sinpx  =  cos  my, 

m  el  p  étant  des  nombres  entiers  connus. 

7.  Étudier  les  variations  des  fonctions  suivantes  (sans  employer 
les  dérivées)  : 

sin2  a;  —  sin  x  -f-  1. 

cos  x 

1  -f-  cos2  x 

tg  «  tg  x  +  cotg  a  cotg  a;    (a  étant  donné). 

tg  3a;  tc 

- »    x  croissant  de  zéro  à  — • 

tg3  x  2 

seca;+  coseca;,    x  croissant  de  zéro  a  — . 

2 

(Les  problèmes  qui  suivent  n'exigent  pas  Vemploi  des  dérivées.) 

8.  Etant  donné  un  demi-cercle  décrit  sur  AB  comme  diamètre, 
déterminer  l'angle  que  doit  faire  avec  AB  une  corde  partant  de  A 
pour  que,  la  figure  tournant  autour  du  diamètre,  le  volume  engen- 
dré par  le  segment  détaché  par  la  corde  soit  égal  à  la  moitié  du 
volume  de  la  sphère. 

9.  On  décrit  un  demi-cercle  sur  une  droite  donnée  AB  comme 
diamètre,  et  l'on  mène  la  tangente  en  B  ;  par  A  on  mène  une 
sécante  rencontrant  le  demi-cercle  en  M  et  la  tangente  en  N.  Déter- 
miner l'angle  x  que  doit  faire  cette  sécante  avec  AB  de  telle  façon 
qu'en  faisant  tourner  la  figure  autour  du  diamètre,  le  volume  engen- 
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dré  par   le    triangle   curviligne   AMB    soit  équivalent    au    volume 
engendré  par  le  triangle  curviligne  MNB. 

10.  On  donne  un  point  A  et  une  droite  indéfinie;  autour  du 
point  A  on  fait  pivoter  un  angle  droit  dont  les  deux  côtés  rencon- 
trent la  droite  en  M  et  M'  ;  la  même  droite  est  rencontrée  par  les 
bissectrices  de  l'angle  droit  en  P  et  P'.  Étudier  la  variation  de  la 
somme  des  aires  des  triangles  MAM',  PAP'. 

11.  On  décrit  un  demi-cercle  sur  une  droite  donnée  AB  comme 
diamètre  ;  par  A  on  mène  une  sécante  rencontrant  le  demi-cercle 
en  M  ;  on  abaisse  la  perpendiculaire  MP  sur  le  diamètre.  Étudier  la 
variation  de  la  fonction  pAP -f- mPM,   dans  laquelle  m  et  p  sont  deux 

nombres  positifs  donnés,  lorsque  l'on  fait  croître  de  zéro  à  —  l'an- 
gle BAM. 

12.  On  décrit  un  demi-cercle  sur  une  droite  donnée  AB  comme 
di-amètre,  et  l'on  mène  la  tangente  en  B  ;  par  A  on  mène  une  sécante 
rencontrant  le  demi-cercle  en  M  ;  on  abaisse  la  perpendiculaire  MP 
sur  la  tangente.  Étudier  la  variation  de  la  fonction  mAM  +  pMP, 
dans  laquelle  m  et  p  sont  deux  nombres  positifs  donnés,  lorsque  l'on 

fait  croître  de  zéro  à  —  l'anele  BAM. 
2         & 

13.  On  donne  un  cercle  de  rayon  r  et  un  point  A  à  une  distance  d 
du  centre.  On  mène  par  A  une  sécante  rencontrant  le  cercle 
en  M  et  N  et  faisant  avec  le  diamètre  qui  passe  par  A  un  angle 
variable  x.  Étudier  la  variation  de  la  fonction  AM  +  AN  lorsque  x 
prend  toutes  les  valeurs  possibles. 

On  pxaminera  successivement  les  cas    d  <C  r,    d  =  r    et   d  >  r. 

14.  On  donne  un  angle  droit  et  deux  points  A  et  B  sur  l'un  des 
côtés  de  cet  angle  ;  un  point  mobile  M  décrit  l'autre  côté.  Etudier 
les  variations  de  l'angle  AMB. 

15.  Étant  donné  un  demi-cercle  décrit  sur  AB  comme  diamètre, 
on  demande  l'angle  x  que  doit  faire  un  rayon  OM  avec  la  direc- 
tion AB  pour  que  l'aire  de  la  zone  engendrée  par  l'arc  MB  tournant 
autour  de  AB,  augmentée  de  l'aire  engendrée  par  le  rayon  OM,  soit 
égale  à  l'aire  d'un  cercle  donné. 
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16.  On  donne  un  cercle  et  un  point  A  hors  de  son  plan.  On  joint 
par  une  droite  le  point  A  à  un  point  Mi  qui  parcourt  la  circonféren'-e 
du  cercle.  Étudier  la  variation  de  l'angle  que  fait  cette  droite  avec 
la  tangente  en  M  au  cercle  donné. 

(Dans  les  problèmes  suivants  on  utilisera  l'es  propriétés  des  déri- 
vées.) 

17.  On  donne  un  demi-cercle  décrit  sur  AB  comme  diamètre,  et 
sur  AB  un  point  G  par  lequel  on  mène  une  perpendiculaire  Ca  au 
diamètre.  Soit  M  l'extrémité  du  rayon  OM  qui  fait  avec  la  direc- 
tion AB  un  angle  variable  x  ;  on  abaisse  Mm  perpendiculaire  au 
diamètre,  et  on  trace  AM;  on  projette  orlnogonalement  en  P  sur  Mm 
le  point  N  où  AM  rencontre  Cs.  Étudier  les  variations  du  segment  PM 
lorsque  l'angle  x  varie  de  zéro  à  ~. 

On  supposera  successivement  que  le  point  C  est  entre  A  et  B,  puis 
qu'il  est  sur  le  prolongement  du  diamètre  AB,  soit  au-delà  de  A, 

soit  au-delà  de  B. 

{Ecole  navale,  1889.) 

18.  On  donne  un  demi-cercle  décrit  sur  AB  comme  diamètre  et 
une  droite  kz  faisant  avec  AB  un  angle  connu  a.  Une  corde 
mobile  AM  fait  avec  la  même  direction  un  angle  variable  x.  La  per- 
pendiculaire abaissée  de  l'extrémité  de  cette  corde  sur  le  diamètre 
rencontre  en  P  la  droite  fixe.  Étudier  la  variation  de  l'aire  du 
triangle  AMP. 

10.  On,  donne  la  longueur  2a  de  l'une  des  bases  d'un  trapèze  iso- 
cèle, et  la  longueur  b  des  côtés  non  parallèles.  Étudier  la  variation 
de  l'aire  du  trapèze  en  fonction  de  l'angle  x  que  fait  la  base  donnée 
avec  l'un  des  côtés  non  parallèles. 

20.  Étudier  la  variation  de  la  longueur  de  la  diagonale  d'un  rec- 
tangle inscrit  dans  un  secteur  donné  OAB,  l'un  dès  côtés  du  rectan- 
gle reposant  sur  OA,  un  sommet  étant  situé  sur  OB  et  le  quatrième 
sommet  M  sur  l'arc  AB.  On  prendra  pour  variable  l'angle  AOM. 
Examen  du  cas  où  cet  angle  surpasse  l'angle  a  du  secteur. 

Cas  particulier  a  =:  —  •   Calcul  du  rapport  des  côtés  du  rectangle 
4 
dont  la  diagonale  est  maximum  ou  minimum. 

21 .  On  donne  ud  demi-cercle  décrit  sur  AB  comme  diamètre,  et 
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un  point  C  sur  ce  diamètre  à  une  distance  a  du  centre  0.  Par  le 
point  C  on  mène  une  perpendiculaire  Cs  au  diamètre.  De  l'extré- 
mité M  d'un  rayon  OM  faisant  un  angle  variable  x  avec  la  direc- 
tion OC  on  abaisse  la  perpendiculaire  AIP  sur  Os. 

Étudier  la  variation  du  volume  engendré  par  le  trapèze  rec- 
tangle OCPM  tournant  autour  du  diamètre. 

On  examinera  successivement  le  cas  où  le  point  C  est  extérieur  au 
cercle  et  le  cas  où  il  est  intérieur. 

22.  Les  données  et  la  construction  étant  les  mêmes  que  dans  le 
problème  précédent,  on  mène  en  outre  la  droite  OP.  Étudier  Ja  va- 
riation de  l'aire  du  triangle  OMP  dans  le  cas  où  le  point  G  est  exté- 
rieur au  cercle,  puis  dans  le  cas  où  il  est  intérieur. 

23.  On  fait  tourner  le  triangle  OMP  du  problème  précédent  autour 
du  diamètre  donné  AB.  Étudier  la  variation  du  volume  engendré. 

24.  On  donne  un  cercle  décrit  sur  AB  comme  diamètre,  et  un 
point  C  situé  sur  la  circonférence  du  cercle  ;  on  abaisse  la  perpen- 
diculaire CD  sur  le  diamètre.  D'un  point  mobile  M  qui  parcourt  la 
circonférence  entière  on  abaisse  la  perpendiculaire  MP  sur  le  dia- 
mètre ;  on  trace  la  corde  MC. 

Étudier  la  variation  de  l'aire  du  trapèze  MPDC. 


CHAPITRE    IX 

RÉSOLUTION     DES    TRIANGLES 

(cas    élémentaires) 


§  1.  Résolution  des  triangles  rectangles.  —  §  2.  Relation  entre  les  six  éléments 
d'un  triangle  quelconque.  —  §  3.  Résolution  des  triangles  quelconques. 


218.  Objet  du  problème  a  résoudre.  —  Tout  triangle  est  formé 
de  six  éléments,  trois  angles  et  trois  côtés.  La  Géométrie  nous 
apprend  que  quand  on  connaît  trois  de  ces  éléments,  dont  un 
côlé  au  moins,  le  triangle  est  déterminé;  il  est  alors  possible 
de  le  construire  et,  par  conséquent,  d'avoir  les  valeurs  des  trois 
éléments  inconnus. 

Au  lieu  d'obtenir  ces  valeurs  à  l'aide  de  constructions  forcé- 
ment très  imparfaites,  nous  nous  proposons  de  les  calculer.  Ce 
calcul  constitue  ce  qu'on  appelle  la  résolution  du  triangle.  On 
l'effectue  d'ordinaire  à  l'aide  de  tables  de  logarithmes,  qui.  à 
la  vérité,  ne  donnent  que  des  valeurs  approchées  des  éléments 
inconnus.  Mais  l'erreur  qui  provient  des  tables  est,  dans  pres- 
que toutes  les  applications,  tout  à  fait  négligeable  à  côté  de 
l'erreur  qui  provient  de  ce  que  les  données  mêmes  du  problème 
sont  fausses.  Car  ces  données,  quand  elles  ne  sont  pas  elles- 
mêmes  les  résultats  d'un  calcul  antérieur,  sont  fournies  par  des 
mesures  directes  nécessairement  imparfaites  à  cause  de  l'im- 
perfection des  instruments  do  mesure. 

On  peut  dire  que  la  méthode  qui  consiste  à  calculer  les  élé- 
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ments  inconnus  du  triangle  donne  les  valeurs  de  ces  éléments 
avec  toute  l'approximation  qu'il  est  possible  d'atteindre;  aussi 
celte  méthode  est,  à  ce  point  de  vue,  notablement  supérieure 
à  la  méthode  graphique. 

217.  Notations.  —  Nous  désignons  par  A,  B,  G  les  valeurs 
en  degrés,  minutes,  secondes  et  fractions  décimales  de  seconde 
des  angles  du  triangle.  Nous  appelons  a,  b,  c  les  nombres  qui 
mesurent,  avec  une  unité  de  longueur  arbitraire,  les  côtés  op- 
posés respectivement  aux  angles  A,  B,  C. 

Quand  le  triangle  sera  rectangle,  nous  désignerons,  en  géné- 
ral, l'angle  droit  par  A,  et,  par  suite,  l'hypoténuse  par  a. 

Nous  appelons  s  l'aire  du  triangle,  mesurée  en  prenant 
comme  unité  l'aire  du  carré  construit  sur  l'unité  de  longueur. 


§  1.  —  Résolution  des  triangles  rectangles. 


218.  Théorème.  —  Dans  tout  triangle  rectangle,  chaque  côté 
de  l'angle  droit  est  égal  au  produit  de  l'hypoténuse  par  le  cosinus 
de  l'angle  compris  ou  par  le  si  tus  de  l'angle  opposé  au  côté 
considéré. 

Soit  le  triangle  rectangle  GAB  (fig.  62).  Regardons  CA  comme 

l'origine,  GB  comme  l'extré- 
mité de  l'angle  G,  le  sens 
positif  étant  GAB,  de  telle 
sorte  qu'une  demi-droite  d'a- 
bord appliquée  sur  GA  et 
tournant  dans  le  sens  positif, 
s'applique  sur  CB  après  avoir 
décrit  l'angle  même  du  trian- 


Fig.  6-2 


gle. 


La  projeclion  orthogonale  sur  GA  du  segment  +1  pris  sur 
CB  a  pour  mesure  cos  G.  Ce  même  segment  a  sin  G  pour 
projeclion  sur  la  direction  AB  qui  fait  avec  CA  un  angle  positif 
droit.  On  a  donc,  en  appliquant  le  théorème  du  n°  21  et  en  re- 
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marquant  que  b  et  c  mesurent  les  projections  orthogonales  de 
CB  sur  les  directions  CA  et  AB, 

...  (    b  =  a  cosG, 

(    c  =  a  sin  C. 

On  obtiendrait  exactement  de  la  même  manière  en  interver- 
tissant dans  le  raisonnement  précédent  c  et  b,  et  en  remplaçant 
C  par  B, 

.,,.  (    c  =  a  cos  B, 

(1  )  5  .  • 

(     o  ■=.  a  sin  B. 

Le  théorème  est  donc  démontré. 

219.  Remarqua.  —  Les  relations  (1)  sont  distinctes  puisque 
chacune  d'elles  contient  un  élément  b  ou  c  qui  n'entre  pas 
dans  l'autre.  Si  on  y  adjoint  la  relation 

(2)  B+-C  =  90°. 

fournie  par  la  géométrie,  et  qui  est  évidemment  distincte  des 
deux  premières  puisqu'elle  contient  l'élément  nouveau  B,  on  a 
un  groupe  de  trois  relations  qui  suffit  pour  que  l'on  puisse  cal- 
culer les  trois  éléments  inconnus  en  fonction  des  trois  éléments 
donnés.  Aussi  toute  nouvelle  relation  entre  les  éléments  du 
triangle  est  une  conséquence  des  relations  (1)  et  (2).  On  le  vé- 
rifie sans  peine  pour  les  relations  (1').  Si  on  ajoute  membre  à 
membre  les  relations  (1)  après  avoir  élevé  chaque  membre  au 
carré,  on  obtient  la  relation  connue 

ù2  +  c*  =  a2. 

Enfin  le  théorème  qui  suit  nous  fournit  quatre  nouvelles  re- 
lations importantes. 

220.  Théorème.  —  Dans  tout  triangle  rectangle,  chaque  côté 
de  l'angle  droit  est  égal  au  produit  de  l'autre  côté  par  la  tangente 
de  l'angle  opposé  au  premier  côté  ou  par  la  cotangente  de  l'angle 
adjacent. 

En  effet,  divisons  membre  à  membre  les  relations  (1);  nous 
obtenons 

(3;  l  =  lZC'         ou         c  =  ètgC. 

En  divisant  en  sens  contraire,  on  aurait 
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b  =  c  cotg  G. 

Enûn,  les  formules  (1')  conduiraient  de  la  même  manière  aux 

relations 

b  =  c  tg  B, 

c  =  b  cotg  B. 

221.  Remarque.  —  Si  trois  nombres  positifs,  a,  b,  c  et  deux 
angles  positifs,  B,  G  satisfont  aux  relations  (1)  et  (2) 

(1)        \    i=aC.°SrC  m        B  +  C  =  90-, 

(     c  =  a  sin  G 

il  existe  un  triangle  rectangle  ayant  ces  cinq  éléments. 

En  effet,  prenons  la  longueur  ayant  a  pour  mesure,  à  parti] 
•  du  sommet  d'un  angle  égal  à  G,  et  abaissons  de  l'extrémité  de 
cette  longueur  une  perpendiculaire  sur  l'autre  côté  de  l'angle  ; 
nous  aurons  un  triangle  rectangle  ayant  a  pour  hypoténuse. 
B  et  G  pour  angles  aigus.  Soient  b'  et  c'  les  côtés  de  l'angle  droit 
de  ce  triangle.  Nous  aurons,  d'après  le  théorème  établi, 

b'  -  acosG     )  ..  ,  b'  —  b 

■ni  dou 

c   =  a  sin  G    )  c  =  c. 

Remarquons  aussi  qu'à  la  seconde  formule  (1)  on  peut  subs- 
tituer la  relation  (3) 
(3)  c  =  b  tg  C, 

conséquence  des  formules  (1)  :  car  en  la  multipliant  membre  à 
membre  avec  la  première  relation  (1),  on  retrouve 
c  =  a  sin  C. 

222.  Examen  des  quatre  cas  élémentaires  des  triangles 
rectangles. —  Dans  les  cas  où  l'on  donne  un  angle  aigu,  nous 
le  désignerons  par  G  en  remarquant  que  quel  que  soit  l'angle 
donné  l'autre  est  connu  immédiatement,  puisqu'il  est  le  com- 
plément du  premier.  Avec  cet  angle  on  doit  donner  un  côté  qui 
peut  être  soit  l'hypoténuse  a.  soit  l'un  des  côtés  de  l'angle 
droit,  b  par  exemple,  ce  qui  fait  deux  cas,  et  seulement. deux. 

Si  l'on  ne  donne  aucun  angle,  on  doit  donner  deux  cotés  qui 
peuvent  être  soit  l'hypoténuse  n  >>{  un  côté  que  nous  appelle- 
rons encore  é,  soit  les  deux  côt'':s  de  l'angle  droit  b  et  c,  ce  qui 
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donne  deux  nouveaux  cas.  Nous  allons  les  examiner  successi- 
vement. 

Premier  cas.  —  Données  a  et  G. 

Les  éléments  inconnus,  B,  b  et  c,  sont  donnés  immédiate- 
ment par  les  formules  (2)  et  (i)  : 

8  —  90°  —  C,  b  =  a  cos  C,  c  =  a  sin  G. 

Le  problème  admet  toujours  une  solution  à  la  seule  condition 
C  <  90°. 

Deuxième  cas.  —  Données  b  et  G. 

Les  formules  qui  donnent  les  valeurs  des  éléments  inconnus 
sont 

B  =  90°  —  C,  a  = ,  c  =  b  tg  C. 

cos  G 
Le  problème  admet  toujours  une  solution  à  la  seule  condition 

G  <  9()o 

Troisième  cas.  —  Données  a  et  b. 

Ce  sont  encore  les  formules  (1)  et  (2)  qui  donneront  les  va- 
leurs des  inconnues;  on  commencera  par  le  calcul  de  l'an- 
gle C  ;  on  en  déduira  ensuite  l'angle  B  et  enfin  le  côté  c;  voici 
les  formules  : 

cosC  =  -,  B  =  90°  —  C,  c  =  asinC. 

a 

Le  problème  n'est  possible  que  si  a  surpasse  b;  si  l'on  avait 
a  <  b  l'angle  C  n'existerait  pas,  et  si  Ton  avait  a=b<  on 
aurait   C  =  k  360°,    valeurs  inadmissibles. 

On  prendra  pour  C  l'angle  compris  entre  zéro  et  90°  dont  le 

cosinus  est  -•    Car  on  ne  peut  accepter  d'angle  négatif,  ni  un 
a 

angle  positif  qui  surpasst  rait  90°,  puisqu'un  pareil  angle  con- 
duirait pour  B  à  une  valeur  négative. 

Dans  le  cas  où  a,  tout  en  surpassant  b,  en  diffère  peu, 
l'angle  C  est  petit,  et  il  est  mal  déterminé  par  son  cosinus  (*). 
11  vaut  mieux  alors  le  calculer  par  la  formule 

(*)  Quand  une  fonction  approche  d'un  maximum  ou  d'un  minimum,  elle  varie  lente- 
ment, c'est-à-dire  qu'à  une  variation  donnée  de  la  variable  corre8pond  une  variation 
relativen  eni  faible  de  la  fonction  ;  c'est  ce  que  montrent  les  différences  tabulaires  qui 
sont  petites  pour  les  \o?  cos  de  petits  ans.  Il  en  résulte  qu'une  erreur  relativement 
aible  commise  sur  log  cosC  correspond  à  une  erreur  relativement  grande  sur  l'angle  C. 
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C /i  —  cosC  fâ 

1%J  —  V  14-cosG  ""Va 


/a  — 6 


6 

En  ce  cas  on  peut  déterminer  c  par  la  formule 
c  =  Jar  —  b2  =  \/(a  —  b)  (a-j-bj, 
qui  n'exige  pas  la  recherche  de  nouveaux  logarithmes. 

Quatrième  cas.  —  Données  b  et  c. 

On  commence  par  le  calcul  de  l'angle  G;  puis  on  prend  son 
complément  afin  d'avoir  B;  et  enfin  on  calcule  a  par  la  pre- 
mière formule  (1).  Les  formules  sont  donc 

c                                                                 b 
tgC  =  r,  B  =  90°  —  C,  et  o  = =• 

b  cosC 

Le  problème  est  toujours  possible  et  n'admet  qu'une  solu- 
tion. Il  est  clair  qu'on  ne  prendra  que  l'angle  aigu  positif  dont 

c 
la  tangente  est  r>  puisque  tout  autre  angle  positif  conduirait 

à  une  valeur  négative  pour  B. 

Si  l'on  commençait  par  le  calcul  du  côté  inconnu,  a,  on 
devrait  se  servir  de  la  formule 


o  =  v/62-hc2, 
qui  n'est  pas  logarithmique.  En  appliquant  la  méthode  géné- 
rale on  est  conduit  à  introduire  un  angle  auxiliaire  <?  qui  n'est 
autre  que  l'angle  G.  En  effet,  on  doit  écrire  (147) 


puis  poser 


et  il  en  résulte 


a  =  b  y/i  + 


r  =  fg?, 


COSCf) 

On  est  donc  conduit  aux  mêmes  calculs. 

223.  Remarque.  —  Il  existe  toujours  un  triangle  rectangle 
ayant  pour  éléments  les  deux  éléments  donnés  dans  chaque  cas 
et  les  trois  éléments  calculés  (en  supposant  remplie  la  condition 
indiquée  dans  chacun  des  trois  premiers  cas),  puisque  ces  cinq 
éléments  satisfont  aux  trois  relations  (1)  et  (2)  ;  car  on  a  vu  au 


226 


RESOLUTION    DES    TRIANGLES 


il"  221  que  ces  conditions  suffisent  pour  qu'on  puisse  affirmer 
l'existence  du  triangle. 

ï  2 .  —  Relations  entre  les  six  éléments  d'un  triangle 
quelconque. 

224.  Théorème.  —  Dans  tout  triangle  les  côtés  sont  propor- 
tionnels aux  sinus  des  angles  opposés. 

Soit  le  triangle  ABC  (fig.  63)  ;  traçons  la  hauteur  AH  qui 
pari  du  sommet  A;  elle  tombe  en  un  point  H  situé  entre  B 
et  C  si  les  angles  B  et  C  sont  aigus  ;  le  point  H  n'est  pas 
entre  B  et  C  si  l'un  des  angles  B  et  C  est  obtus. 


H       B 


Fi  g.  63 


Dans  tous  les  cas  le  triangle  rectangle  ABH  donne,  en  appe- 
lant h  la  hauteur  AH, 
(4)  h  =  csinB. 

Cela  résulte  du  théorème  démontré  au  n°218  où  B  est  aigu; 
si  cet  angle  est  obtus,  il  faut  en  outre  se  rappeler  que  les  sinus 
de  deux  angles  supplémentaires  B  et  ABH  sont  égaux. 

Le  triangle  rectangle  ACH  donne  de  la  même  façon  et  dans 
tous  les  cas 

h  =  b  sin  C. 


Il  en  résulte 
d'où 


b  sin  C  =  csinB, 
6  c 


sin  B 


sinC 


RELATIONS    FONDAMENTALES  îll 

«)n  démontrerait  d'une  manière  analogue  l'égalité 
a  b 


sin  A  sin  B  ' 

il  existe  donc  entre  les  six  éléments  d'un  triangle  quelconque 
ks  relations 

abc 


sin  A  sin  B  sin  G 

C'est  ce  qu'il  fallait  prouver. 

225.  Remarque  I.  —  La  relation  (4)  est  utile  par  elle-même  et 
il  convient  de  la  retenir. 

226.  Remarque  II.  —  On  obtiendrait  aussi  la  relation 

b  sinC  —  c  sinB  =0 

en  projetant  sur  AH  regardé  comme  axe  de  projection  le  con- 
tour fermé  ABCA. 

227.  Remarque  III.  —  Si  aux  deux  relations  qui  viennent 
d'être  établies  on  adjoint  la  relation  A.  +  B+ G  =  180e 
donnée  par  la  géométrie,  on  a  un  premier  groupe  de  trois  re- 
lations entre  les  six  éléments  d'un  triangle,  savoir 


(5)  ]      sin  A  sin  B         sin  G 

[  A-hBn-G  =  180. 

C^s  trois  relations  sont  distinctes  :  caria  première  renferme 
un  élément  a  qui  n'est  pas  dans  la  seconde,  celle-ci  un  élément 
c  qui  n'est  pas  dans  la  première,  et  ces  éléments  ne  sont  pas 
dans  la  troisième  ;  donc  ni  la  première  ni  la  seconde  ne  peuvent 
se  déduire  des  deux  autres  ;  on  peut  en  dire  autant  de  la  troi- 
sième :  car  si  l'on  prend  trois  angles  quelconques  A,  B,  C  dont 
les  sinus  soient  positifs,  on  pourra  toujours  trouver  trois  nom- 
bres positifs  a,  b,  c  proportionnels  à  ces  sinus  ;  alors  les  deux 
premières  relations  seront  vérifiées,  mais  non  la  troisième  qui 
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par  suite,  n'est  pas  une  conséquence  nécessaire  des  deux  pre- 
mières. 

228.  Théorème.  —  Dans  tout  triangle  un  côté  quelconque  est 
égal  à  la  somme  algébrique  des  produits  qu'on  obtient  en  multi- 
pliant chacun  des  deux  autres  côtés  par  le  cosinus  de  l'angle  qu'il 
fait  avec  le  premier. 

En  effet,  considérons  le  côté  a  ou  BC  de  la  figure  64  ;  sup- 
posons d'abord  que  les  angles  B  et  G  sont  aigus.  Le  pied  delà 


hauteur  AH  tombe  entre  B  et  C  et  le  côté  a  est  la  somme  des 
côtés  BH  et  HC  des  triangles  rectangles  AHB,  AHC  ;  le  théo- 
rème du  n°  218  nous  donne 


BU  =  c  cosB  ; 


HG  =  ôcosC. 


Il  en  résulte 


a  =  b  cos  G  -+-  c  cos  B. 


Supposons  maintenant  l'angle  B  obtus  ;  le  pied  H  de  la 
hauteur  ne  tombe  plus  entre  B  et  G  et  le  côté  a  est  la  diffé- 
rence des  côtés  HG  et  HB,  de  sorte  que  a  =  HC  —  HB;  le 
côté  HG  est  encore  égal  à  b  cos  G  ;  mais  HB  est  égal  à 
c  cos  (180° — B),  c  est-à-dire  à  — ccosB;  il  en  résulte  en- 
core 

a  =  b  cos  G  -i-ccos  B, 

comme  dans  le  premier  cas. 

En  faisant  deux  permutations  circulaires  sur  les  lettres  or,6,c 
et  A,  B,  C,  on  obtient  deux  formules  analogues.  Nous  pouvoi.s 
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donc  écrire  un  nouveau  groupe  de  trois  relations  entre  les  six 
éléments  d'un  triangle,  savoir  : 

i   a  =  b  cos  C  -+-  c  cos  B, 

(-i  \  b  =  c  cos  A  H-  a  cos  G, 

c  =  a  cosB  h-  6  cos  A. 

On  peut  encore  obtenir  la  première  de  ces  relations  en  pro- 
jetant sur  le  côté  BC  regardé  comme  axe  de  projection  le  con- 
tour fermé  ABCA. 

229.  Uemarque.  —  Les  trois  relations  qui  précèdent  sont  dis- 
tinctes à  la  condition  que  a,  b,  c  soient  différents  de  zéro.  En 
effet,  considérons  la  troisième  par  exemple  ;  elle  n'est  pas  équi- 
valente à  la  première  qui  ne  contient  pas  A  ni  à  la  seconde 
qui  ne  contient  pas  B.  Elle  ne  peut  pas  être  une  conséquence 
des  deux  premières  :  car  s'il  en  était  ainsi,  en  tirant  la  valeur 
de  cos  B  de  la  première,  celle  de  cos  A  de  la  seconde  et  en 
substituante  cosB  et  cos  A  leurs  valeurs  dans  la  troisième 
on  arriverait  à  une  identité,  c'est-à-dire  aune  relation  satisfaite 
quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  aux  lettres.  Ce  calcul 
donne 

a—  b  cos  C 


cos  B  = 


cos  A  = 


b  —  a  cos  G 
c 


et,  en  substituant, 

a2  —  ai  cos  G         b2  —  ab  cos  G 


c  = 


c  c 

multiplions  par  c  et  réduisons  : 

c1  =  a2  +  62  —  lab  cos  G. 

11  est  évident  que  cette  relation  ne  peut  pas  être  satisfaite 
pour  toutes  les  valeurs  de  cos  G  par  exemple,  puisque  le  coef- 
ficient "Lab  n'est  pas  nul. 
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230.  Théorème.  —  Dans  tout  irxangLe,  le  carré  d'un,  côté 
quelconque  est  égal  à  la  somme  des  carrés  des  deux  autres  côtés 
moins  deux  fois  le  'produit  de.  ces  côtés  par  le  cosinus  de  l'angle 
qu'ils  comprennent.  (Il  s'agit  bien  entendu  des  nombres  qui  me- 
surent les  côtés  et  non  des  côtés  eux-mêmes.) 

Le  calcul  qu'on  vient  de  faire  démontre  ce  théorème  pour 
le  côté  c.  On  pourrait  faire  un  calcul  semblable  pour  les  côtés 
a  et  b  ;  on  peut  aussi  faire  deux  permutations  successives. 
Nous  pouvons  donc  écrire  le  troisième  groupe  de  relations 

i     a2  =  éa  +  c2-  °Lbc  cos  A 
(7)  J     b2  =  c3  -h  a2  —  2ca  cos  B 

(     ca  =  a2  4-  à2  —  tab  cos  G. 

231.  Remarque  I.  —  Le  produit  b  cos  A  représente  en  gran- 
deur et  en  signe  la  projection  du  côté  b  sur  la  direction  AB,  pro- 
jection positive  si  A  est  aigu,  négative  si  cet  angle  est  obtus. 
La  première  relation  peut  donc  être  regardée  comme  une  con- 
séquence du  théorème  démontré  en  géométrie  d'après  lequel 
le  carré  du  côté  a  d'un  triangle  est  égal  à  la  somme  des  carrés  des 
deux  autres  côtés  moins  ou  plus  le  double  produit  de  l'un  de  ces 
côtés  par  la  projection  de  d'autre  sur  celui-ci,  suivant  que  l'an- 
gle A  opposé  à  a  est  aigu  ou  obtus. 

232.  Remarque  IL  —  Les  trois  relations  du  groupe  (7)  sont  évi- 
demment distinctes  en  supposant  a,  b,  c  différents  de  zéro  :  car 
chacune  d'elles  contient  avec  un  coefficient  qui  n'est  pas  nul 
un  élément  qui  n'entre  dans  aucune  des  deux  autres.  Cet  élé- 
ment est  A  pour  la  première,  B  pour  la  seconde,  G  pour  la 
troisième. 

233.  Remarque  III.  —  Les  groupes  (5),  (6)  et  (7)  constituent 
neuf  relations  entre  les  six  éléments  d'un  triangle  quelconque, 
et  nous  avons  établi  que  les  trois  relations  qui  composent 
chaque  groupe  sont  distinctes.  Or,  il  est  évident  qu'il  ne  peut 
pas  exister  plus  de  trois  relations  distinctes  entre  les  six  élé- 
ments d'un  triangle  :  car,  s'il  y  en  avait  quatre,  on  pourrait 
résoudre  un  triangle  connaissant  deux  éléments  seulement  ;  on 
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trouverait  pour  chacun  des  quatre  éléments  inconnus  un  nom- 
bre fini  de  valeurs.  La  géométrie  montre  que  c'est  impossible. 
Il  résulte  de  là  que  chacun  des  groupes  (5),  (6)  et  (7)  entraîne 
forcément  les  deux  autres,  au  moins  quand  les  éléments  qui 
entrent  dans  le  groupe  considéré  appartiennent  à  un  triangle. 
C'est  ce  qu'il  nous  reste  à  établir  par  un  calcul  direct. 

234.  Théorème.  —  A  la  condition  que  les  trois  nombres  a,  b,  c 
soient  différents  de  zéro,  les  systèmes 

!     a  =  b  cos  G  -h  c  cos  B 

(6)  l    b  =  c  cos  A  -+-  a  cos  C 

(    c  =  a  cos  B  ■+-  b  cos  A 
et 

l     a2  =  b2  -h  c2  —  26c  cos  A 

(7)  <     b2  =  c-  -h  a2  —  2ca  cos  B 
(    c2  =  a2  +  b2  —  Zaè  cos  C 

sont  équivalents. 

Le  calcul  fait  au  n°  229  nous  montre  qu'à  la  condition  énon- 
cée chacune  des  relations  (7)  est  une  conséquence  des  trois 
relations  (6).  Il  reste  à  prouver  que,  réciproquement,  chacune 
de  celles-ci  peut  être  regardée  comme  une  conséquence  de 
plusieurs  des  relations  (7),  pourvu  que  a,  b,  c  soient  différents 
de  zéro. 

Or,  si  nous  ajoutons  membre  à  membre  les  deux  dernières, 
nous  obtenons 

b2  +  c2  —  c2 -h 2aa  +  ô8  —  2cocosB  —  2a6cosC, 
ou,  en  simplifiant, 

2a2  —  2a  (c  cos  B  4- 6  cos  G)  =  0, 
c'est-à-dire 

2a  (a  —  c  cos  B  —  b  cos  C)  =  0  ; 
et,  puisque  2a  n'est  pas  nul,  on  doit  avoir 
a  =  b  cos  G  -+-  ccos  B, 
c'est  la  première  relation    6).  On  démontrerait  de  même  les 
deux  autres. 

235.  Théorème.  —  Si  a,  b,  c  sont  trois  nombres  positifs,  et  si 
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A,  B,  C  désignent  trois  angles  positifs  et  inférieurs  chacun  à  480°, 

les  systèines 

(a  b  c 


(5)  <     sin  A       sin  B       sin  G 

(  A  +  B  +  C=  180% 

et 

ia  —  b  cos  G-bc  cos  B 
b  =  c  cos  A  -+-  a  cos  G 
c  =  a  cos  B  -f-  b  cos  A, 
sont  équivalents  (*). 

Admettons  d'abord  les  trois  relations  (5)  et  proposons-nous 

d'établir  la  première  relation  (6).  Pour  cela  remarquons  que  la 

relation    A  -f-  B  -+-  G  =  180',    qui  est  satisfaite  par  hypothèse, 

entraîne  la  suivante  : 

sin  A  =  sin(B-+-C) 
ou  bien 

(a)  sin  A  =  sin  B  cos  G  -t-  sin  G  cos  B. 

Appelons  X  la  valeur  commune  des  rapports  — ,  etc.  et  re- 

sin  A 

marquons  que  X  n'est  ni  nul  ni  inQni.  Les  égalités 
a  b  c 


sin  A 

~  sin  B       sin  G 

donnent 

sin  A  = 

a 

b 
sin  B  =  —  > 

A 

•      n           C 

sin  G  =  y1 

À 

Remplaçons  dans  la  formule  (a)  sin  A ,  sin  B  ,  sin  G  par  ces 
valeurs,  puis  multiplions  tous  les  termes  par  1  qui  n'est  pas 
nul  ;  nous  obtenons  (**) 

a  =  b  cosC  +  ccosB 

Ainsi,  cette  relation  et  les  deux  relations  analogues,  qu'on 
peut  évidemment  obtenir  de  la  même  manière,  sont  des  consé- 
quences des  relations  (S). 

Cette  première  partie  du  raisonnement  n'exige  pas  que  a,  b 

•(*)   11   faut    bien    remarquer   que    les   conditions    énoncées   excluent    la  valeur   zéro 
pour  a,  6,  c,  et  les  valeurs  zéro  et  180°  pour  les  angles  A,  B  et  C 

(**)  Ou  peut  se  dispenser  d'introduire  le  nombre  ^>  dans  le  calcul  en  s'appuyanl  sur  le 
théorème  d'algèbre  d';iprès  lequel  quand  une  relation  est  homogène  par  rapport  à  plu- 
lieurs  lettres,  en  peut  remplacer  ces  lettres  par  des  quantités  proportionnelles. 
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et  c  soient  positifs,  mais  seulement  que  ces  nombres  ne  soient 
pas  nuls. 

Réciproquement,  admettons  les  trois  relations  (6)  et  propo- 
sons nous  de  démontrer  les  relations  (5).    Nous  choisirons 

d'abord  la  formule 

b  c 

sin  B  ~~  sin  C 
Remarquons  qu'elle  ne  contient  ni  a,  ni  A  ;  nous  devons 
donc,  pour  essayer  de  l'obtenir,  éliminer  a  et  A  entre  les  rela- 
tions admises  ;  mais  les  deux  dernières  contiennent  seules  A  ; 
éliminons  entre  elles  cosA  par  réduction.  Pour  cela,  multi- 
plions tous  les  termes  de  l'avant-dernière  par  6,  tous  ceux  de 
la  dernière  par  —  c  et  ajoutons  membre  à  membre  ;  nous 

trouvons 

b2—  c*  =  ab  cos  G  —  ac cos B 
ou  bien 

b2  —  c2  =  a  (b  cos  G  —  c  cos  B) . 

Remplaçons  a  par  sa  valeur  donnée  par  la  première  relation  : 

nous  trouvons  successivement 

b2  —  c2  =  (b  cos  C  -+-  c  cos  B)  (b  cos  C  —  c  cos  B), 

b2  —  c2  =  b2  cos2  G  —  c2  cos2  B  , 

b2  (1  —  cos2  G)  =  c2  (1  —  cos2  B) , 

b2  sin2  G  =  c*sin2B. 

Mais,  à  cause  des  conditions  de  l'énoncé,  on  ne  peut  pas 

avoir 

b  sin  G  =  — c  sin  B  , 

puisque  les  quatre  nombres  b,  sin  C,  c,  sin  B  sont  positifs. 

On  a  donc  nécessairement 

b  c 

b  sin  G  =  c  sin  B,  ou  bien  - — -  =  - — -. 

sin  B       sin  G 

On  démontrerail  de  la  même  manière  la  première  relation  (5). 
Occupons-nous  de  la  troisième  (*).  Pour  l'établir  nous  avons 

(*)  La  condition  1        cos  C      cos  B 

îos  C         1  cos  A        =0 

cos  B  cos  A  I 
qu'on  obtient  en  égalant  à  zéro  le  déterminant  formé  par  les  coefficients  de  a.  b.  c  dans 
les  relations  homo.'ones  6),  exprime  que  ces  relations  admettent  au  moins  une  solu- 
tion dans  laquelle  les  valeurs  de  a,  4,  c  ne  sont  pas  toutes  Dulles.  Ces  valeurs  pourraient 
•'•tre  uégatives.  Cette  condition  est  donc  plus  générale  que  celle  que  nou>«  vouons 
trouver. 
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le  droit  de  nous  appuyer  sur  les  deux  premières  puisqu'elles 

sont  des  conséquences  des  formules  admises.  Ainsi.  X  ayant  lis 

même  signification  que  précédemment,  nous  pouvons  écrire 

a  =  X  sin  A,  b  =  X  sin  B  ,  c  =  X  sin  G. 

Remplaçons  a,  b,  c  par  ces  valeurs  dans  les  relations  (6)  el 

divisons  par  X  qui  n'est  pas  nul;  nous  obtenons 

sin  A  =  sin  B  cos  C  -+-  sin  G  cos  B  , 

ou  bien  sin  A  =  sin  (Bh-C). 

De  même 

sin  B  =  sin  (C-4-A), 

sin  G  =  sin  (A  +  B). 
Remarquons  que  sur  les  trois  angles  A,  B,  G,  qui  sont,  par  hy- 
pothèse, positifs  et  inférieurs  à  180°,  il  n'y  en  a  qu'un  qui  puisse 
surpasser  chacun  des  deux  autres  ;  supposons  que  ce  soit  A. 
Considérons  alors  l'une  ou  l'autre  des  deux  dernières  relations 

qu'on  vient  d'établir, 

sin  B  =  sin  (G -h A), 
par  exemple. 

Cette  relation  entraîne  nécessairement  [ 88)  l'une  ou  l'autre 
des  deux  suivantes,  dans  lesquelles  k  est  entier  on  zéro. 
A  -+-  C  —  B  =  k.  360° , 
A  +  B-hC  =  k.  360° +  180°. 

Or,  on  ne  peut  donner  à  k  dans  la  première  aucune  valeur 
positive  puisque  A-»-C  est  inférieur  à  360°  par  hypothèse  et  B 
est  positif;  on  ne  peut  pas  donner  à  k  la  valeur  zéro  puisque 
A  —  B  n'étant  pas  négatif,  d'après  la  supposition  qu'on  vient 
de  faire,  le  premier  membre  est  nécessairement  positif  comme 
G.  Pour  la  même  raison,  il  est  impossible  de  donner  à  k  une 
valeur  négative  quelconque.  Il  faut  donc  rejeter  la  première 
relation,  puisqu'elle  est  incompatible  avec  les  hypothèses. 

Dans  la  seconde  on  ne  peut  donner  à  k  aucune  valeur  positive, 

puisque  chacun  des  angles  A,  B,  G  étant  moindre  que  180°  par 

hypothèse,  leur  somme  ne  peut  atteindre  360°  -+- 180°;    on  ne 

peut  donner  à  ce  nombre  aucune  valeur  négative  puisque  les 

angles  sont  positifs.  On  est  donc  obligé  de  donnera  k  la  valeur 

zéro.  On  a  donc  bien 

A+B  +  C  =  180°. 
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En  résumé,  les  conditions  de  l'énoncé  étant  supposées  rem- 
plies, chacun  des  groupes  (5)  et  (6)  entraine  forcément  l'autre, 
c'est-à-dire  qu'ils  sonl  équivalents. 

236.  Corollaire.  —  Il  résulte  des  deux  théorèmes  qui  pré- 
cèdent que  si  a,  b,  c  sont  des  nombres  positifs,  et  si  A,  B,  C  sont 
des  angles  positifs  moindres  que  180°,  les  groupes  (5)  et  (7)  sont 
équivalents. 

En  effet,  à  ces  conditions  les  groupes  (5)  et  (6)  s'entraînent 
l'un  l'autre  ;  de  plus  on  peut  affirmer  que  les  conditions,  moins 
restrictives,  d'équivalence  des  groupes  (6)  et  (7)  sont  aussi 
satisfaites.  On  peut  donc  être  sûr  que  le  groupe  (5)  entraîne  le 
groupe  (7),  et  réciproquement,  pourvu  que  les  conditions 
énoncées  soient  toutes  remplies. 

237.  Remarque.  —  On  peut  voir  sans  calcul  que  le  groupe  (5) 
n'est  pas  sans  restriction  équivalent  aux  deux  autres;  si,  toutes 
les  relations  étant  supposées  satisfaites,  on  vient  à  changer  le 
signe  d'un  angle,  les  deux  derniers  groupes  restent  vérifiés 
puisqu'ils  ne  renferment  que  des  cosinus;  au  contraire  le  pre- 
mier cesse  de  l'être. 

238.  Théorème.  —  Si  trois  nombres  positifs  a,  b,  c  et  un 
angle  A  positif  et  moindre  que  180°  satisfont  à  la  relation 

a2  =  62h-c2—  26c cos  A, 
il  existe  un  triangle  dont  les  côtés  ont  pour  mesures  a,  b,  c,   et 
l'angle  de  ce  triangle  opposé  au  côté  a  a  pour  valeur  A. 

En  effet,  on  peut  certainement  construire  un  triangle  admet- 
tant les  deux  côiés  b  et  c  et  l'angle  compris  A.  Soit  a'  le  côté 
opposé  dans  ce  triangle  à  l'angle  A  ;  le  théorème  établi  au 
nn  230  donne  a'2  =  6S  -+-  c2  —  26c  cos  A,  d'où  a'2  =  a2  et 
a'  =  a     puisque  ces  nombres  sont  positifs. 

Le  triangle  ainsi  construit  a  donc  bien  tous  les  éléments 
considérés,  et  le  théorème  est  établi. 

Nous  pouvons  aussi  prouver  que  chacun  des  nombres  a,  6,  c 
est  plus  petit  que  la  somme  des  deux  autres. 

De     1>-cosA>- — 1     on  déduit  la  double  inégalité 
—  26c  <  —  26c  cos  A  <  26ç 
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et.  en  ajoutant     />2-+-c2     à  ces  trois  nombres, 

b*  -+-  c2  —  Ibc  <  «2  <  é2  +  c2  -r-  2*c 
ou  bien  (6  —  c)2<a2<  (6 -h  c)2. 

Comme  a  et  £  -+-  c  sont  des  nombres  positifs,  la  seconde 
exige  que  l'on  ait  a<C6-f-c. 

Quant  à  la  première,  on  peut  l'écrire 
a-  —  (b  —  c)2>0,  ou  bien         (o-i  +  c)(a+4-c)>0. 

Or  ces  deux  facteurs  ne  peuvent  pas  être  négatifs:  car  leur 
somme  2a  serait  négative,  contrairement  à  l'hypothèse.  Ils 
sont  donc  tous  deux  positifs  ;  on  a  donc 

b<C.c-\-a  et  c<a-\-b. 

Chacune  des  trois  longueurs  mesurées  par  a,  b,  c  étant  plus 
petite  que  la  somme  des  deux  autres,  il  existe  un  triangle  ayant 
ces  trois  longueurs  pour  côtés. 

Il  reste  à  prouver  que  dans  le  triangle  dont  on  vient  d'éta- 
blir l'existence,  l'angle  opposé  au  côté  mesuré  par  a  a  pour 
valeur  A.  En  effet  si  on  l'appelle  A',  on  a  (230) 

a2  =  fts  _i_  c2  —  Uc  cos  A', 
d'où,  en  comparant  à  l'hypothèse, 

cos  A'  =  cos  A. 

Mais  A  est,  par  hypothèse,  un  angle  positif  moindre  que 
180°;  il  en  est  de  même  de  A'  qui  appartient  à  un  triangle  ;  or 
il  n'existe  qu'un  seul  angle  positif  et  moindre  que  180°  admet- 
tant un  cosinus  déterminé.  On  a  donc 

A'  =  A. 

239.  Remarque.  —  Le  théorème  du  n°  238  subsisterait  si,  les  mimes  condi- 
tions étant  supposées  remplies,  l'égalité  admise  était  remplacée  par   la  suivante..' 
a*  =  b2  -+-  c2  -+-  2bc  cos  A. 
Toutefois  l'angle  opposé  au  côté  a   dan-  le  triangle  ne  serait  plus  A  mais  son 
supplément.  Cette  relation  peut  en  effet  s'écrire 

a*  =  62  -+-  c*  —  2bc  cos  ,'18d  —  A). 
Il  résulte  de   là  que  si  dans  un  problème  on  est  conduit  à  élever  au  carié   les 
deux  membres  de  l'équation 

fe1  -+■  c*  —  a-  =  2bc  cos  A, 
ce  qui  iu traduira  les  solutions  de  l'équation 

6S  -t-  c*  —  a-  =  —  2bc  cos  A, 
dans  toutes  les  solutions  satisfaisant  à  l'équation  obtenue,  chacun  des  nombres  a, 
b,  c  sera  plus  petit  qu  ;  la  somme  des  deux  autres,  pourvu  que  tous  (rois  Boicnl 
positifs. 
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240.  Théorème.  —  Si  trois  nombres  positifs  a,  b,  c  et  trois  an- 
gles A,  B,  G  positifs  et  inférieurs  à  180°  satisfont  à  l'un  quelcon- 
que des  trois  groupes  de  relations  (5),  (6)  et  (7),  il  existe  un  trian- 
gle admettant  pour  côtés  des  longueurs  mesurées  par  a,  b,  c  et 
pour  angles  A,  B,  C. 

Ed  effet,  quel  que  soit  celui  des  trois  groupes  qui  est  satisfait, 
comme,  aux  conrlitions  énoncées,  ils  sont  tous  trois  équiva- 
lents, nous  pouvons  affirmer  que  les  six  éléments  considérés 
?aii?ront  aux  relations  (7).  Il  existe  donc  (238)  un  triangle  ad- 
mettant des  côtés  mesurés  par  a,  b,  c,  et  les  angles  de  ce  trian- 
gle sont  précisément  A,  B,  C. 

241.  Théorème.  —  L'aire  d'un  triangle  a  pour  mesure  le  demi- 

produit  de  deux  côtés  par  le  sinus 
de  l'angle  compris. 

Soit  le  triangle  ABC  (flg.  65), 
et  soit  h  la  hauteur  qui  corres- 
pond au  côté  c  ;  on  peut  la 
regarder  comme  la  projection  du 
côté  AG  sur  l'axe  des  sinus  des 
angles  ayant  AB  pour  origine; 
,on  a  donc,  d'après  le  théorème  du  n°  21, 

ft  =  b  sin  A, 
et,  par  suite,  s  étant  la  mesure  de  l'aire  du  triangle, 
s  =  \ch  =  \bc  sin  A. 


§  3.  —   Résolution  des  triangles  quelconques. 


242.  Observations  préliminaires.  —  Quand  on  donne  un 
seul  côté,  on  doit  donner  deux  angles,  et  il  importe  peu  que  ce 
soient  les  deux  angles  adjacents  au  côté  connu,  puisque  le  troi- 
sième angle  est  déterminé  immédiatement  par  la  relation 
A  +  B  +  C=  180°  ;  nous  avons  ainsi  un  premier  cas. 

Un  deuxième  cas  est  celui  où  l'on  donne  deux  côtés  et  l'an- 
gle compris. 
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Si,  avec  deux  côtés  on  donne  l'angle  opposé  à  l'un  d'eux,  on 
a  un  troisième  cas  différent  du  précédent. 

Enfin,  un  quatrième  cas  est  celui  où  Ton  donne  les  trois  côtés. 

Ces  quatre  cas  sont  dits  élémentaires.  Il  ne  peut  pas  s'en  pré- 
senter d'autres  quand  les  données  sont  trois  des  six  éléments 
du  triangle. 

Nous  allons  les  examiner  successivement,  et  nous  remarque- 
rons dès  maintenant  que  le  problème  à  résoudre  est  un  pro- 
blème purement  analytique,  c'est-à-dire  que  nous  ferons 
abstraction  dans  nos  raisonnements  de  toute  notion  fournie 
par  la  géométrie. 

Comme  en  géométrie,  nous  discuterons  les  problèmes  résolus. 
Celte  discussion  serait  sans  objet  si,  les  données  étant  des  nom- 
bres obtenus  par  mesures  directes  sur  un  triangle  dont  l'exis- 
tence est  certaine,  on  se  proposait  seulement  de  trouver  les 
éléments  inconnus. 

Mais  si  les  données  sont  représentées  par  des  lettres,  il  est 
naturel  de  se  demander  quelles  conditions  doivent  remplir  ces 
données  pour  que  le  triangle  existe.  C'est  l'objet  de  la  discussion. 

Nous  constaterons  dans  chaque  cas  que  les  théorèmes  des 
nos  238  et  240  permettent  de  ramener  la  question  à  celle  ci  : 
Quelles  conditions  doivent  remplir  les  données  pour  que  les 
valeurs  des  côtés  inconnus  soient  positives,  et  pour  que  les  va- 
leurs des  angles  inconnus  soient  positives  et  inférieures  à  180°. 
11  va  de  soi  que  les  données  sont  supposées  remplir  elles- 
mêmes  ces  conditions. 

Il  esl  bien  entendu  que  les  résultats  auxquels  nous  serons 
conduits  devront  confirmer  ceux  qu'on  obtient  en  géométrie  ; 
mais  celle  science  nous  a  donné  tout  ce  qui  nous  est  nécessaire 
en  nous  fournissant  les  formules  qui  ont  été  établies  dans  le 
paragraphe  précédent. 

243.  Premier  cas.  —  Données  a,  B  et  C. 
Nous  nous  servirons,  pour  calculer  les  éléments  inconnus, 
du  groupe  de  formules  (5).  La  troisième  donne  d'abord 
A  =  180"  —  (B  +  C). 
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Les  deux  premières, 


sin  A       sin  B 

donnent  ensuite 

a  sin  B 


b  = 


sin  A  sin  A 

L'aire  du  triangle  est  donnée  par  la  formule 

1  ,                            ,  .                       1  o2  sin  B  sin  C 
s  =  -oc  sin  A  ou  bien  s  =  - : 

2  2         sin  A 

Discussion.  —  La  première  formule  ne  donnera  pour  A  une 
valeur  acceptable  que  si  la  somme  des  angles  donnés  est  infé- 
rieure à  180°. 

Cette  condition  nécessaire  étant  supposée  remplie,  les  deux 
formules  suivantes  donneront  pour  b  et  c  des  valeurs  positives 
et,  par  suite,  acceptables.  Comme  les  trois  éléments  donnés  et 
les  trois  éléments  calculés  satisfont  aux  trois  relations  (o),  il 
existe  un  triangle  admettant  ces  six  éléments  (240).  La  condition 
nécessaire  est  donc  aussi  suffisante. 

244.  Deuxième  cas.  —  Données  b,  c,  A.         (b  >  c). 

On  calcule  d'abord  les  angles  inconnus,  B  et  C.  On  connaît 
leur  somme  180° — A  et  le  rapport  de  leurs  sinus,  qui  est 
donné  par  la  seconde  des  formules  (5).  On  est  donc  ramené 
pour  trouver  ces  angles  à  un  problème  déjà  traité  (204). 

Reprenons  ce  calcul.  On  a  d'abord 

B  -+■  C  =  180°  —  A , 
doù 

(8)  ±(B  -+-  C)  =  90°  —  ±A. 

En  outre  la  seconde  formule  (o)  peut  s'écrire 

sin  B        b 

siïTc  =  ~c"' 

on  en  déduit  l'équation  équivalente 

sin  B— sin  C  ,.  l°:|(B  — C)       b  —  c 

—. — : — -         ou  bien         — — — —  = > 

smBH-sinC  tgi(B-hC)       b  -4-  c 

C'est-à-dire 

(9)  tgl(B  -C)  =  bf^-  tgi(B  +-C). 
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Soit  a  l'angle  compris  entre  0°  et  90°  dont  la  tangente  est 
égale  au  second  membre  de  cette  formule  (nous  verrons  plus 
loin  qu'il  y  en  a  un).  Prenons 

i(B  —  G)  =  a; 
nous  obtenons  en  ajoutant  et  en  retranchant  membre  à  membre 
cette  formule  et  la  formule  (8) 

(10)  i    B  =  90o-iA  +  *, 

v     ;  (     C  =  90°— ±A  — a. 

Les  angles  étant  connus,  nous  calculons  a  par  la  première 
formule  (5),  la  seule  de  ce  groupe  que  nous  n'ayons  pas  encore 
utilisée  : 

6  sin  A 

'11)  a  —  — — — -• 

v     ;  sin  B 

EnOn,  l'aire  du  triangle  est  donnée  par  la  formule 
S  =  \bc  sin  A. 

Discussion.  —  La  formule  (8)  donne  pour  |(B  -+-  C)  une  va- 
leur positive  et  inférieure  à  90°  puisque  |A  est  par  hypothèse 
inférieur  à  90°,  et  posilif.  Il  en  résulte  que  tg|(B  -+-  G)  a  une 
valeur  positive  et  unie. 

Le  second  membre  de  la  formule  (9)  ne  peut  pas  être  négatif, 
si  on  désigne  par  b  le  plus  grand  des  deux  côtés  donnés  dans 
le  cas  où  il  y  en  a. un  plus  grand.  Alors  cette  formule  donne 
pour  -l(B —  C)  une  première  valeur  au  moins  égale  à  zéro  et 
inférieure  à  90°.  C'est  celle  que  nous  avons  appelée  a.  L'angle  * 
est  plus  petit  que  i(B-hC)  c'est-à-dire  90°  —  j-A,  car  la  tan- 
gente de  l'angle  aigu  a  est  plus  petite  que  tgi(B  -+-  C),  puisque 
d'après  la  formule  (9),  on  obtient  tgx  en  multipliant  tg-J-(B-t-C) 

b  —  c 
p;ir  un  nombre qui  est  plus  petit  que  l'unité. 

11  résulte  de  là  : 

1°  Que  la  valeur  de  B  donnée  par  la  première  formule  iv10) 
e?t  positive  et  inférieure  à  180°  puisque  a  est  au  moins  égal  à 
zéro  et  inférieur  à  90°  ; 

2°  Que  la  valeur  de  G  donnée  par  la  seconde  formule  (10)  est 
positive  puisque  a  est  inférieur  à  90°  —  \ A.  Il  est  d'ailleurs 
évident  que  cette  valeur  est  moindre  que  180°. 
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Les  valeurs  de  B  et  C  données  par  les  formules  (10)  sonldonc 
acceptables  dans  tous  les  cas.  Quant  à  la  formule  (11),  elle 
donne  pour  a  une  valeur  évidemment  positive.  Les  données  et 
les  valeurs  des  inconnues  telles  qu'elles  sont  fournies  par  les 
formules  (10  et  (H)  satisfont  aux  trois  relations  du  groupe  (5); 
elles  remplissent  toutes  les  conditions  énoncées  au  nQ  240  ;  donc 
il  existe  toujours  un  triangle  répondant  à  la  question. 

Considérons  les  autres  valeurs  de  1(B  —  C)  données  par  la 
formule  (9).  Elles  rentrent  dans  l'expression 

k  180°  4-  «• 

Si  l'on  donne  au  nombre  entier  k  une  valeur  positive  quel- 
conque, la  valeur  de  B  qui  devient 

B  =  9.0°—  iA  -+-  k  180  +  a, 
surpasse  180°;  si  on  donne  à  k  une  valeur  négative,  B  devient 
négatif.  Donc  toute  valeur  de  k  autre  que  zéro  doit  être  rejetée. 
On  arriverait  à  la  même  conclusion  en  considérant  la  valeur 
de  C  au  lieu  de  celle  de  B.  Nous  pouvons  donc  dire  qu'il  n'existe 
qu'un  seul  triangle  répondant  à  la  question. 

Ces  résultats  sont  conformes  à  ceux  que  donne  la  géométrie. 

245.  Remarque.  —  Quand  on  veut  avoir  l'aire  du  triangle,  on 
emploie  les  formules  qui  viennent  d'être  établies;  dans  le  cas 
contraire,  on  économise  la  recherche  d'un  logarithme  en  cal- 
culant a  par  une  autre  formule  que  nous  allons  démontrer. 
On  a 

a  b  c  b  +  c  b  -+-  c 

sin  A- sin  B~  sin  C  ~  sin  B-+-sinC  —  2sini(B-4-C)cosi(B-C)' 
ou  bien 


2  sinlA  cosiA       2  sini(B-j-C)  cos|(B  —  Cj 
Mais 

sini(B4-C)=  sin  (90°  — i  A)  =  cos|A  ; 
donc 

Q=r(6-f-c)sinjA 
COS  a 

Cn  calculant  a  par  cette  formule,  on  n'a  que  deux  logarith- 
mes nouveaux  à  chercher  :  ceux  de  sin|A  et  de  cosa;  on 
en  aurait  trois  en  se  servant  delà  formule  (11). 

DBSSENON.    —    TRIGON.  16 
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246.  Calcul  direct  du  côté  a.—  En  commençant  parle  calcul 

des  angles,  toutes  les  formules  sont  logarithmiques.  Il  n'en  est 

pas  ainsi  quand  on  veut  d'abord  calculer  le  côté  inconnu  a.  Ce 

côté  est  donné  par  la  formule 

aa  =  b2  -+-  cs  —  %bc  cos  A, 

dans  le  second  nombre  de  laquelle  tout  est  connu;  mais  il  faut 

le  rendre  calculable  par  logarithmes.  Si  l'on  emploie  le  premier 

procédé  indiqué  au  n°  loi,  on  est  conduit  à  poser 

b  —  c 

cotgiA  =  tg  <p, 


et  l'on  obtient 


b-\-c 

(b  4-  c)  sin-J-A 


a  = 


COS  cp 

On  peut  remarquer  que  l'angle  auxiliaire  <x>  n'est  autre  que 
l'angle  a,  puisque  ces  angles  sont  aigus  et  ont  même  tangente. 
On  arrive  d'ailleurs  à  la  formule  (12).  Il  n'y  a  donc  aucun  avan- 
tage à  commencer  par  le  calcul  de  a,  alors  même  qu'on  n'aurait 
pas  besoin  des  angles  inconnus. 

La  discussion  est  ici  très  simple.  Le  théorème  du  n°  238  nous 
permet  d'affirmer  que  la  valeur  de  a  est  toujours  acceptable,  et 
que  le  triangle  existe  toujours. 

247.  Troisième  cas.  —  Données  a,  b  et  A. 

Dans  le  cas  actuel  comme  dans  le  précédent,  il  y  a  deux  an- 
gles inconnus  et  on  connaît  leur  somme,  mais  ce  n'est  pas  leur 
différence  qu'il  faut  chercher  ici  parce  qu'ils  n'ont  pas  le  même 
rôle  :  l'un  B  est  opposé  à  un  côté  connu,  l'autre  à  un  côté  in- 
connu. C'est  B  que  nous  calculerons  d'abord.  La  première  for- 
mule (5) 


sin  A       sin  B 
donne 

/jq\  •    t>       ^  sin  A 

(13)  sinB  = • 

a 

La  troisième  donne  ensuite 

(14)  C  =  180°  —  A-l 
La  seconde  fait  connaître  c  : 


(15) 
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a  sin  C 


sin  A 

On  voit  que  cette  formule  exige  que  l'on  ait  d'abord  calculé 
G  et  par  suite  B. 

L'aire  est  donnée  par  la  formule 

s=±ab  sin  C. 
Discussion.  —  Le  second  membre  de  la  formule  (13)  est  évi- 
demment positif  ;  il  faut  qu'il  soit  au  plus  égal  à  1,  sinon  il 
n'existe  aucune  vaieur  pour  B.  Une  première  condition  de  pos- 
sibilité du  problème  est  donc 

(16)  a  >  b  sin  A. 

Dans  tout  ce  qui  suit  nous  la  supposons  remplie. 

Nous  ne  pouvons  accepter  pour  B  que  des  valeurs  positives 
et  moindres  que  180°;  or,  si  l'on  a  a  >  b  sin  A,  la  formule  (13) 
donne  deux  valeurs,  et  seulement  deux,  remplissant  ces  condi- 
tions; ces  deux  valeurs  se  réunissent  en  une  seule  si  a  =  ésinA, 
et  cette  valeur  unique  de  B  est  90°.  Appelons  B'  l'angle  aigu  et 
B"  l'angle  obtus  satisfaisant  à  l'équation  (13).  Nous  savons  que 
ces  angles  sont  supplémentaires.  Désignons  par  G'  et  G"  les  va- 
leurs de  G  correspondantes;  nous  avons 

C'  =  180°  —  A-  B', 
C"=180°  —  A  —  B". 

Examinons  successivement  ces  deux  valeurs.  Nous  partage- 
rons cette  discussion  en  deux  cas  suivant  que  A  est  aigu  ou 
non. 

Premier  cas  A  <  90°.  —  En  ce  cas  la  valeur  de  G'  étant 
positive  et  inférieure  à  180°,  nous  pouvons  l'accepter;  nous 
aurons  pour  c  une  valeur  correspondante  c'  donnée  par  la  for- 
mule (15).  Le  théorème  du  n°  240  nous  permet  de  dire  que  le 
problème  a  au  moins  une  solution  :  car  les  données  et  les  in- 
connues satisfont  aux  trois  relations  du  groupe  (5). 

La  valeur  de  C'  ne  sera  acceptable  que  si  elle  est  positive, 
c'est-à-dire  si  l'on  a 

A  <  180°  —  B', 
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et  comme  les  deux  angles  A  et  180°  — B'  sont  aigus,  il  faut 

pour  cela  et  il  suffit  que  l'on  ait 

sin  A  <C  sin  B* 

ou  bien 

b  sin  A 
sin  A  «< > 

a 

inégalité  qui  revient,  puisque  a  et  sin  A  sont  positifs,  à 

a  <  b. 

C'est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  valeur 
de  Gf  soit  acceptable.  D'ailleurs  la  valeur  correspondante  c"  de  c 
le  sera  aussi  et  le  problème  aura  une  seconde  solution  (240). 

Ces  deux  solutions  se  réduisent  à  une  seule,  comme  on  t'a  dit 
plus  haut,  si  a  —  b  sin  A. 

Second  cas  A  >»  90°.  —  Alors  la  valeur  de  G*  ne  pouvant  pas 
être  positive,  nous  la  rejetons.  Pour  que  celle  de  C,  et  par  suite 
celle  de  c',  conviennent,  il  faut  que  l'on  ait 

L80  —  A>  B', 
et,  puisque  ces  angles  sont  aigus, 

sin  A  >  sin  B' 

.     ,        b  sin  A 

sin  A  >  » 

a 

et  enfin 

a  >  b. 

Le  problème  admet  donc  une  solution  (240)  si  a  surpasse  b, 
et  aucune  dans  le  cas  contraire. 
La  discussion  est  résumée  dans  le  tableau  suivant  : 

a  <  b  sin  A      .....  0  solution 

i  a  =  b  sin  A  1  solution 

A  <  90°       6  sin  A  <  a  <  b  2  solutions 

f  b  <J  a  1  solution 

a  <!  b  0  solution 


A  >  90° 

(  b  <C  a  1  solution 

Ces  résultats  sont  conformes  à  ceux  que  donne  la  géométrie. 
248.  Calcul  direct  du  côté  c.  —  Proposons-nous  de  calculer 
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le  côté  inconnu  c  sans  connaître  les  valeurs  des  angles  B  et  C. 
Nous  devons  alors  nous  servir  de  la  relation 
a2  =  b*  +  c2  —  26c  cos  A, 
car  toutes  les  autres  contiennent  au  moins  un  angle  inconnu. 
Ordonnons,  et  mettons  cette  équation  sous  la  forme  ordinaire 
des  équations  du  second  degré;  nous  obtenons 
c*  —  26  cos  A  c  -+-  b2  —  a2  =  0. 
Les  valeurs  des  racines  sont 

c  =  b  cos  A  ±  \/b2  cos2  A—  b2-\-a2, 
ou  bien 


c  =  b  cos  A  ±  y/a*  —  b2  sin2  A. 

Discussion.  —  Pour  qu'une  racine  soit  acceptable,  il  faut 
évidemment  qu'elle  soit  réelle  et  positive  ;  cela  suffit:  car  alors, 
d'après  le  théorème  du  n°  238,  il  existera  un  triangle  admettant 
les  éléments  donnés. 

La  condition  de  réalité  est 

a2  ^>  b2  sin2  A 
ou  bien,  puisque  a,  b   et  sin  A  sont  des  données  positives, 
a  >»  b  sin  A. 

Dans  ce  qui  suit,  nous  supposons  cette  condition  remplie. 

La  somme  des  racines  étant  26  cos  A,  il  est  clair  que  si  A 
est  aigu  cette  somme  est  positive  et  l'une  au  moins  des  racines 
est  positive  ;  si  A  est  droit  ou  obtus,  la  somme  est  nulle  ou 
négative  et  l'une  au  moins  des  racines  doit  être  rejetée. 

Cherchons  à  quelle  condition  le  problème  admettra  deux 
solutions  A  étant  aigu.  Il  faut  pour  cela  et  il  suffit  que  le  pro- 
duit des  ncines  soit  positif:  car  alors  les  deux  racines  seront 
positives.  Ainsi  lorsque  l'on  a 

b  sin  A  -C  a  <  b , 
le  problème  admet  deux  solutions,  qui  se  réunissent  en  une 
seule  si  a  =  b  sin  A.  Mais  si  l'on  a 

b  <Ç  a , 
le  produit  des  racines  étant  nul  ou  négatif,  l'équation  n'admet 
plus  qu'une  seule  racine  positive,  et  le  problème  n'a  qu'une 
solution. 

Supposons  maintenant  A  droit  ou  obtus;  on  vient  de  voir 
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qu'une  solution  doit  être  rejetée  comme  négative;  pour  que 
l'autre  convienne,  il  faut  et  il  suffit  que  le  produit  des  racines  soit 
négatif,  car  c'est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
les  racines  aient  des  signes  différents.  Ainsi 

a  <;  b  0  solution 

b  <!  a  1  solution 

Nous  retrouvons  bien  tous  les  résultats  inscrits  dans  le  tableau 
précédent. 

249.  Remarque.  —  Les  valeurs  des  racines  écrites  plus  haut 
ne  sont  pas  calculables  par  logarithmes  ;  on  peut,  par  la  mé- 
thode générale  connue,  les  rendre  logarithmiques.  Voici  le  cal- 
cul. On  a,  en  mettant  a2  en  facteur  commun  sous  le  radical, 


c  =  b  cos  A  ±  \/aa  (l  —  —  si 


a' 


ou  bien 


Posons 


c  =  b  cos  A±a\/l r  sin 

v  a1 


*'    ■  >A. 


-  sin  A  =  sin  y, 

et  prenons  pour  9  l'angle  compris  entre  zéro  et  90°  donné  par 

cette  formule.  Il  y  en  a  un,  et  un  seul,  quand  les  racines  sont 

réelles,   seul   cas   que  nous  examinerons.   Les  valeurs  de  c 

deviennent 

c  =  b  cos  A  db  a  cos  cp 

i         »  u  .        a  sin  ç 

ou,  en  remplaçant  b  par  sa  valeur  — : L» 

1     v  '  sin  A 

a  sin  <p  cos  A    ,  a       .    ,     ,    . , 

c  = : — - =t  a  cosep  =  — sin  fa»  =t  A). 

sin  A  T       sin  A          T 

Ce  sont  les  valeurs  cherchées. 

L'angle  ?  n'est  autre  que  l'angle  B'  du  n°  247. 

Il  en  résulte  que 

?  +  A  =  B'  +  A  =  180°  —  G', 
et 

sin  (<p  4-  A)  =  sin  G'. 
En  outre 

<?  —  A  ==B'  —  A  =  180°—  B"—  À  =  C, 
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et 

sin  (f  —  A)  =  sin  C". 

Ainsi,  les  valeurs  trouvées  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

a  sin  C  a  sin  C 

et 


sin  A  sin  A 

Ce  sont  précisément  les  valeurs  qu'on  obtiendrait  en  rempla- 
çant dans  la  formule  (15),  C  successivement  par  G'  et  C.  Ainsi, 
dans  le  cas  actuel  comme  dans  le  cas  précédent,  il  n'y  a  aucun 
avantage  à  commencer  par  le  calcul  du  côté  inconnu.  On  est 
conduit  aux  mêmes  calculs,  et  la  signification  géométrique  de 
l'angle  auxiliaire  qu'on  doit  introduire  est  donnée  seulement 
par  la  méthode  qui  consiste  à  calculer  d'abord  les  angles. 

250.  Quatrième  cas.  —  Données  a,  b,  c. 

L'angle  A  est  donné  par  la  formule 

a2  =  é2-t-e2— 26c  cos  A, 

qui  est  la  seule  ne  contenant  pas  d'autre  angle  inconnu.  En 

la  résolvant,  on  obtient 

b2  +  c3  —  a* 

cos  A  =  — ; » 

2bc 

formule  qui  n'est  pas  logarithmique. 

Au  lieu  de  rendre  le  numérateur  calculable  par  logarithmes, 
ce  qui  exigerait  l'introduction  dans  le  calcul  d'un  angle  auxi- 
liaire au  moins,  on  forme  1  — cos  A,  binôme  égal,  comme  on 
sait,  à   2  sin2iA.   On  obtient 

2bc— b2— c2-h«2      a2— [b—  c)2       (a—b-hc)'a-i-b—c) 

1— cosA  = -; = r-r = ^7 

2oc  2bc  ±bc 

Posons,  comme  en  Géométrie, 

a-+-  b-\-c  =  2p, 

d'où 

—  a  +  b-t-c  =  2(p  —  a), 

a  —  è-hc  =  2'p  —  b) , 

a->rb  —  c  =  2(/)  —  c). 

La  formule  précédente  devient 

zbc 
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on,  en  simplifiant,  et  prenant  la  racine  carrée  arithmétique, 
(16)  sin|A  =  v/'P-Vtt—'). 

v  OC 

Nous  ne  prenons  pas  le  signe  —  parce  que  nous  ne  voulons 
pas  avoir  tous  les  angles  satisfaisant  à  l'équation,  mais  seule- 
ment ceux  qui  sont  compris  dans  les  limites  0°  et  180°.  Les 
moitiés  de  ces  angles  sont  comprises  entre  0°  et  90°,  et  ont 
foutes  leurs  lignes  trigonométriques  positives. 

On  pourrait  calculer  l'angle  \  A  par  cette  formule,  les  angles 
|B  et  ±C  par  les  formules  analogues;  on  devrait  chercher 
six  logarithmes,  savoir  ceux  de  a,  b,  c,  (p  —  a),  (p  —  b) 
et  (p  —  c) . 

Formons   1-hcosA,    c'est-à-dire  2  cosHA. 

26e+&M-c2-a2      (6-K)3— a2      (b-+-c+a){b+c-a) 


1-hcosA  =• 
c'est-à-dire 


2ôc  Ibc  tbc 

Ap  (p  —  a) 


2  cos2  i  A  = 


26c 


et 


(17)  cosiA  =  ^/ÊE 


—  a) 


bc 

en  ne  prenant  que  le  signe  -+■  pour  la  raison  signalée  plus 
haut. 

Si  l'on  se  sert  de  cette  formule  et  des  deux  formules  ana- 
logues, on  devra  chercher  les  six  logarithmes  déjà  indiqués  et, 
en  outre,   log  p. 

Mais  si  l'on  divise  membre  à  membre  les  formules  (16)  et  (17), 
on  obtient 

(18)  tgiA 

On  aurait  de  même 

tgiB 


tglC  . 

v       p{p  —  c) 

Ces  formules  n'exigent  plus  que  la  recherche  de  quatre  loga- 


JW 

—  b)  [p- 

o) 

V        p  (p  —  a) 

J{V 

-c){p  — 

a) 

V      p{p-b) 

kW 

-a)  (p  — 

b) 
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rilhmes.  En  outre,  lu  variation  de  la  tangente  qui  correspond  à 
une  variation  déterminée  de  l'angle  étant  toujours  supérieure  à 
celle  du  cosinus  et  à  celle  du  sinus,  il  en  résulte  que  les  for- 
mules précédentes  sont  plus  avantageuses  que  les  formules  (16) 
et  (17)  au  point  de  vue  de  la  précision  du  calcul. 

On  pourrait  se  contenter  de  calculer  directement  deux  angles, 
et,  pour  le  troisième,  on  utiliserait  la  formule 
A  +  BH-C=  180°. 

iMais  il  vaut  mieux  calculer  directement  les  trois  angles  ;  la 
formule  précédente  constitue  alors  une  vérification  qui  porte 
sur  tout  le  calcul. 

L'aire  du  triangle  est  donnée  par  la  formule 

s  =  -i bc  sin  A  =  bc  cosj-A  sin-J-A , 
ou,  en  tenant  compte  des  formules  (16)  et  (17), 


=  *V- 


>(p  —  a){p  —  b)  jp  —  c) 
b*c* 
c'est-à-dire 


(19)  s  =  /p  {p  -~a)(p  —  b)  (p  —  ê). 

Discussion.  —Bien  que  les  formules  (16),  (17)  et  (18)  ne  soient 
pas  équivalentes  à  la  formule 

a2  =  b2  -+-  c*  —  2bc  cos  A  , 
puisque  nous  avons  supprimé  le  signe  —  devant  les  radicaux, 
nous  pouvons  néanmoins  affirmer  que  toute  solution  de  l'une 
quelconque  de  ces  équations  vérifie  la  formule  en  question,  qui 
est  plus  générale  que  chacune  d'elles  ;  rappelons-nous  (238)  que 
si  l'angle  A  qui  entre  dans  cette  formule  est  compris  entre  zéro 
et  180°,  l'existence  du  triangle  ayant  pour  éléments  a,  b,  cet 
A  est  certaine. 

Nous  n'avons  donc  qu'à  chercher  les  conditions  d'existence 
de  l'angle  |A  donné  par  l'une  ou  l'autre  des  formules  (16), 
(17)  et  (18),  et  si  elles  sont  remplies,  nous  pourrons  affirmer: 

1°  Qu'il  existe  entre  zéro-  et  90°  une  valeur  de  j-A  et  une 
seule  satisfaisant  à  la  formule  considérée,  puisque  le  second 
membre  est  positif; 

2°  Qu'il  existe  un  triangle  et  un  seul  admettant  les  côtés  don- 
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nés  et  l'angle  A,  double  de  celui  dont  on  vient  d'établir  l'exis- 
tence. 
Considérons  d'abord  la  formule  (16) 


(16)  sinxA  =  V/-" 


bc 

Pour  que  l'angle  i  A  donné  par  cette  formule  existe,  il  faut 
et  il  suffit  que  l'expression  soumise  au  radical  soit  positive  et 
inférieure  à  1  ;  nous  devons  môme  exclure  la  valeur  1,  puisque 
nous  ne  pouvons  admettre  90°  pour  valeur  de  \A. 

Le  dénominateur  bc  est  positif  par  hypothèse;  on  doit  donc 
avoir  (p  —  b)  (p  —  c)  >  0 . 

On  ne  peut  admettre  que  les  deux  facteurs  p  —  b,  p — c  soient 
négatifs  :  car  alors  leur  somme,   %p  —  b  —  c  ou  a  serait  néga- 
tive, contrairement  à  l'hypothèse  ;  on  doit  donc  avoir 
p—  b  ~>0        et        p  —  e  >  0. 
La  première  inégalité  peut  s'écrire  successivement 
2/;  —  2ô>0, 
a-hb-hc  —  26>Q, 
a—  6  +  e>0, 
b  <a-+-  c. 
La  seconde  donne  de  même 

c  •<  a  -+■  à . 
Il  reste  à  écrire  que  l'expression  soumise  au  radical  est  infé- 
rieure à  1.  On  obtient  successivement 

[p  —  b)(p-  c)<bc, 
■     p*—p{b  +  c)<0, 
p<b  +  c, 
2p  <  1h  -+-  2e , 
•  a  +  /J/-f-c<2^H-2c, 
a  <.b-\-c. 
En  résumé,  chacun  des  trois  nombres  donnés  doit  être  infé- 
rieur à  la  somme  des  deux  autres.  On  peut  prévoir  qu'on  trou- 
vera les  mêmes  conditions  en  partant  de  la  formule  (17)  ou  de 
la  formule  (18). 

Pour  que  l'expression  soumise  au  radical  de  la  formule  (17) 
soit  positive,  il  est  nécessaire  que  l'on  ait 


RÉSOLUTION  DES  TRIANGLES  QUELCONQUES     2ol 

p —  <i~>0,  c'est-à-dire  a<6-4-c. 

Pour  qu'elle  soit  inférieure  à  \,  on  doit  avoir 
p  (p  —  a)<  bc 
ou  bien  successivement 

2p.2(p  — a)  <46c. 

(6 H- c -+- a) ( 6 -+- c  —  a)<  46c , 

{b-¥c)i  —  al<Mc, 

(b  —  c)2  —  a*<0, 

(6  —  c  +  a)(ô  —  c  —  «)<0. 

Le  premier  facteur  surpasse  le  second  de  la  quantité  positive 

2a  ;  il  doit  donc  être  positif,  et  le  second  négatif  ;  on  a  ainsi 

les  deux  dernières  conditions 

c<a-hb  et  6<«  +  c. 

Enfin,  si  l'on  se  sert  de  la  formule  (18),  il  suffit  d'exprimer 
que  la  quantité  soumise  au  radical  est  positive.  En  multipliant 
par  le  nombre  positif  p  (p  —  af  les  deux  membres  de  l'inéga- 
lité 

(p  —  b)(p  —  c)  ^  A 
p(p  —  a) 
elle  devient 

(p  —  a){p  —  b){p-c)>0. 
Pour  le  motif  donné  plus  haut,  on  ne  peut  admettre  que 
deux  de  ces  trois  facteurs  soient  négatifs.  Il  faut  donc  que  tous 
trois  soient  positifs  ;  or  les  inégalités 

p—  a>0,  p—  6>0,  p  —  c>0 

reviennent,  comme  on  l'a  vu,  à 

a<ib-\-c,  6  <  c  -t-  et ,  e<a  +  6 . 

On  trouverait  évidemment  les  mômes  conditions  en  partant 
des  formules  qui  donnent  iB  ou  iC. 

251.  Modification  pratique.  —  Nous  avons  dit  que  la  formule 
(18)  et  les  deux  formules  analogues  sont  plus  avantageuses 
que  les  autres.  On  les  modifie  un  peu  dans  la  pratique,  comme 
nous  allons  l'expliquer.  Posons 


-V 


p  —  a)  (p  —  b)  (//  — c) 


P 
Nous  aurons 
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te-»- A  =  yAP~^P~c)  =      *      t/iP-W-^P-c)  _  _J_ 
V     p(p—a)         {p— a)V~  p  p— a 

On  aurait  fie  même 

tg|B  =  — ^— ,  et  tgiC  =  — — 

p  —  b  D  p  — c 

Ce  sont  ces  formules  qu'on  emploie  généralement  dans  les 
applications  numériques.  Chacun  des  log  tg  est  donné  par 
l'addition  de  deux  logarithmes  au  lieu  de  quatre,  et  on  n'a  pas 
à  faire  de  division  par  2  pour  les  trouver.  Il  est  vrai  que  logr 
dont  on  a  besoin  est  donné  par  l'addition  de  quatre  loga- 
rithmes et  une  division  par  2. 

On  remarquera  que  l'on  a 

s  =  \Jp  (p  —  a)(p  —  b)  (p  —  c)  =  pr. 

252.  Application  numérique.  —  Les  calculs  doivent  être 
disposés  avec  ordre,  méthode  et  clarté.  Nous  engageons  les 
élèves  à  se  servir  d'une  feuille  assez  grande  pour  que  tous  les 
calculs  soient  d'un  même  côté  ;  ils  placeront  les  données  en 
haut  à  gauche  et  ils  prépareront  le  tableau  des  résultats  en 
regard  à  droite  ;  au-dessous  ils  écriront,  sur  une  ou  deux  lignes, 
les  formules  à  employer  successivement.  Ensuite  ils  prépare- 
ront toutes  les  opérations,  en  mettant  d'abord  le  litre  qui  doit 
généralementprécéder  chaquedetail  importantde  calcul.  Sil'on 
doit  ajouter  plusieurs  logarithmes,  par  exemple  log  (p — a), 
log  (p — b),  etc.,  on  inscrit  en  colonne  verticale  les  indications 
log  {p  —  a),  log  {p  —  à),  etc.,  en  faisant  suivre  chacune  d'elles 
du  signe  =.  Ce  n'est  que  plus  tard,  quand  tout  le  calcul  aura 
ainsi  été  préparé,  qu'on  inscrira  en  regard  de  chacune  de  ces 
indications  la  valeur  du  logarithme  correspondant. 

Enfin,  nous  recommandons  aux  élèves  de  faire  toujours  toutes 
les  vérifications  possibles  ;  jamais  ils  ne  doivent  faire  une  addi- 
tion sans  la  recommencer  immédiatement  en  sens  contraire  ; 
toute  division  par  2,  ou  3,  etc.  doit  être  suivie  de  la  multiplica- 
tion par  2  ou  3  du  résultat  obtenu,  etc. 

Nous  ne  donnons  pas  dans  le  tableau  suivant  le  détail  du 
calcul  de  chaque  logarithme,  détail  qui  a  été  donné  au  cha- 
pitre VI. 
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Résolution  d'un  triangle  dans  lequel  01  connaît  les  trois  côtés. 


Données 


v/; 


/    a  =  3875»,475  O 
j     b  —  4637    ,095 
(     c  =  6143   ,877 

(     A  =     39°    4'  52' 

Résultats    j    B  =    48°  57'  55' 

(    C  =    91°  57'  13' 

Vérification  A  -i- B  +  C  =  180°    »      » 

\p  —  a,p-  b)  (p— c) 

r                           r 

P 

tg-i  C  = 

r 

;         s  =  pr. 

p  —  c 

Calculs  préliminaires  Calcul  de  |A 

a  =:    3875,475  log  r  =  3.0S8  2897 

b  =    4637, 09.".  —  log  p  —  a)  =  4,461  8350.9 

C  =    6143,877  A 

2p=TT6^4lT  log  tg-=  1,550  .247.9 

p=    7328.:235  i  =  19°  32'  26' 

p  —  a  —    3452,7485  2 
p  —  b=    2691,1285 

p-c  =    ii84,346o  (**)  Calcul  de  iB 

log-  r  =  3,088  2897 

log  p  =  3,864  9986.9  _  W  (p  -  b    =  4,570  0655.8 

-log  p  =  4,135  0013.1  ,      ,    1D         -  ...  „.,0  g 

*»-,)  =  M»  WI.I  «*WJz    ;.%'8.3«.>5 

-  log  (p  —  o)  =  4,461   8350.9 

log  fo-ô)  =  3,429  9344.2  Calcul  de  xQ 

-  log  (p  —  6)  =  4, 570  0655 . 8 

log  [p-c)  =  3,073  47S7.7  loS  r  =  3,088  2897 

-  log  (p-c)  =1,926  5212.3  -  log  (p  -  c)  =  4,926  5212.3 

log  lg±C  =  0,014  8109.3 

Calcul  de  log  r  ±c  =  43°  58'  36', 5 

log  (p  —  a)  =  3,538  1649.1  n 

i            m       i\oo  u-h/  *  Calcul  de  s 

log    p  —  0)  =  3, 4 29  9344.2 

log  ip  —  c)  =  3,073  4787.7  log  p  =  3,864  9986.9 

—  log  p  =  4J35  01113.1  log  r  =  3,083  2897 

2  log  r  =  6,176  579*. 1  log  s  =  6,953  2883.9 

log  r  =  3,088  2897  s  =  8  980  250  mq. 


(*)  11  arrive  rarement,  dans  la  pratique,  qu'une  longueur  de  plusieurs  kilomètres  soit 
connue  a  moins  d'un  millimètre.  Mais  on  donne  de  pareils  nombres  dan?  les  examens 
aûn  de  s'assurer  que  les  candidats  savent  se  servir  de  leurs  tables  à  sept  décimales. 
L'exemple  que  nous  avons  choisi  a  été  donné  au  concours  d'admission  à  l'Ecole  navale 
en  1878. 

(**)  Vérifier  ici  que  la  somme  des  trois  derniers  nombres  est  égale  à  p. 
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EXERCICES    SUR    LE    CHAPITRE    IX 


1 .  Des  trois  relations  du  système  (o) 
I        a  b 


(5)  |     sin  A       sin  13       sin  G 

(  A  +  B  +  C=180°, 

déduire  directement  l'une  des  relations  du  système  (7) 

f     a?  =  62 +  c2  —  2bc  cos  A, 

(7)  J     62  —  c2  +  a2  —  2ca  cos  B, 

l     c2  =z  a2  +  62  —  2a6  cos  C. 

2.  Inversement,  en  admettant  les  trois  relations  (7),  et  en  suppo- 
sant a,  b,  c  positifs,  A,  B,  C  positifs  et  inférieurs  à  180°,  déduire 
par  la  méthode  suivante  les  deux  premières  relations  (5)  :  Tirer  de 
la  première  relation  (7)  la  valeur  de  cos  A,  et  en  déduire  celle  de 

sin  A 
sin  A,  puis  celle  de ;  constater  la  symétrie  de  cette  valeur  par 

rapport  à  a,  b,  c. 

Les  deux  premières  relations  étant  établies,  on  établira  ensuite  la 
relation  A  +  B  +  C  =  4808. 

3.  De  quelle  espèce  doit  être  un  triangle  pour  que  le  rapport  des 
carrés  de  deux  côtés  soit  égal  au  rapport  de  leurs  projections  sur 
le  troisième  côté? 

4.  De  quelle  espèce  doit  être  un  triangle  dans  lequel  on  a 

sin2  B  _  tg  B9 
sin2  G  ~  tg  G  ' 

5.  Pour  que  l'angle  A  d'un  triangle  soit  de  60°,  il  faut  et  il  suffit 
qu'il  existe  entre  les  côtés  la  relation 

a2  =  b2  +  c2  —  bc. 
Vérifier,  par  le  calcul,  que  si  cette  relation  existe  entre  trois  nom- 
bres positifs  a,  b,  c,  ainsi  que  la  relation 

b°-  =  c2  -j-  a2  —  ca, 
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on  a  aussi  nécessairement 

c2  —  a*  +  6a  —  ab. 

6.  Prouver  que  si  dans  un  triangle  on  a  la  relation 

sin  B  +  sin  C 

sin  A  = — -' 

cos  B  +  cos  L. 

le  triangle  est  rectangle  en  A. 

7.  Prouver  qu'un  triangle  est  isocèle  si  l'on  a  entre  ses  angles  la 

relation 

sin  A  =  2  sin  B  cos  C. 

8.  Les  six  éléments  d'un  triangle  étant  désignés  parles  notations 
habituelles,  prouver  que  les  angles  aigus  x,  y,  z  déterminés  par  les 
équations 


c 


cos  y  =  — ■ —  «  cos  z  = 


b  -f-  c  .       c-\-  a  a-\-b 

vérifient  les  relations 

tgxx  tgXy  tgi»  =  tg±A  tgiB  tgi-C. 

9.  Vérifier  les  formules 

(6  —  c)  COtgi  A  +  (c  -  a)  cotg|  L  +  (a  —  b)  cotgi  C  =  0, 
(fc2  —  c%)  cotg  A  +  (c3  —  a2)  cotg  B4-(a3-  fc2)  cotg  G  =  0. 
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1.  Relations  entre  les  éléments  d'un  triangle  elles  rayons  du  cercle  circonscrit,  des 
cercles  inscrit  et  ex-inscrit3,  les  médianes,  etc.  —  §  2.  Problèmes  sur  les  triangles. 
Quadrilatère  inscriptible.  —  §  3.  Problèmes  sur  le  levé  des  plans. 


§  1.  —  Relations  entre  les  éléments  d'un  triangle 
et  les  rayons  du  cercle  circonscrit,  des  cercles 
inscrit  et  ex-inscrits,  les  médianes,   etc. 

253.  Cercle  circonscrit.  —  Soit  R  la  mesure  du  rayon  du 
cercle  circonscrit  à  un  triangle  ABC  (fig.  (>G).  Traçons  le  dia- 
mètre CC  qui  passe  par  le  sommet  C  et  la  droite  C'R.  L'angle  (7 


AG 


sous  lequel  on  voit  du  point  C  le  côté  AB,  mesuré  par  a,  est  égal 

à  l'angle  A  du  triangle  ou  à  son  supplément  (tig.  67)  ;  dans  tous 

les  cas,   sin  C'=  sin  A.    Le  triangle  CBC,  rectangle  en  B,  donne 

a  —  2RsinC, 


TRIANGLE.    —    CERCLE    INSCRIT  257 

c'est-à-dire 

(1)  a  =  2R  sin  A,        ou  bien        2R  =  - — r- 

sin  A 

Ainsi,  la  mesure  du  diamètre  du  cercle  circonscrit  à  un  trian- 
gle est  égale  à  la  valeur  commune  des  rapports 
abc 
sin  A  sin  B  sin  G 

Si  nous  ne  savions  pas  que  ces  rapports  sont  égaux,  le  rai- 
sonnement qui  précède  appliqué  successivement  aux  trois  an- 
gles du  triangle  permettrait  d  établir  cette  propriété  :  il  suffi- 
rait d'égaler  les  trois  valeurs  oDtenues  pour  le  diamètre  du 
cercle  circonscrit. 

254.  Remarque.  —  En  multipliant  par  bc  les  deux  termes  du 

a 
rapport  — — -,   égal  à  2R, on  oblier.; 


sin  A 


211  = 


abt. 


bc  sin  A 
c'est-à-dire,  en  remplaçant  bc  sin  A  par  sa  valeur  2s  (2£l\ 

ou  bien 


2) 


?R=2T 

Cette  formule  est  souvent  utile. 


*  =  £. 

As 


En  y  remplaçant  s  par  sa  valeur  en  fonction  de  a,  b,  c,  on  9 

la  valeur  de  R  en  fonction  des  côtés  du  triangle. 

abc 
11 


4  /;)  {p  —  a){p  —  b)  (p  —  c) 

255.  Cercle  inscrit.  —  Soit  I  (fig.  68)  le  point  de  concours 

des  bissectrices  intérieures  des 
A 

angles  d'un  triangle  ABC;  on 

sait  que  ce  point  est  le  centre 

du    cercle    inscrit    dans    le 

triangle  ;   nous  appellerons  r 

la  mesure  de  son  rayon,   D, 

E,  F  les  points  de  contact  du 

cercle  avec  les  côtés  BC,  CA, 

AB. 

Le  périmètre  2p  du  triangle  se  compose  des  tangentes  au  cer- 
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cle  inscrit  issues  des  sommets  du  triangle;  en  tenant  compte 

de  ce  que  ces  tangentes  sont  deux  à  deux  égales,  on  obtient  les 

relations  " 

AE  =  AF  =  p  —  a , 

BF  =  BD  =  p  —  b  , 

CD  =  CE  =  p  —  c. 

Les  triangles  rectangles  AFI,  BDI,  CEI  donnent  ensuite 

(3)    r  =  (p-  a)  tgiA  =  (p  -  b)  tS±B  =  (p-c)  tgiC. 

Ces  formules  montrent  que  la  mesure  du  rayon  du  cercle 
inscrit  est  égale  au  nombre  désigné  par  r  au  n°  251 . 

En  remplaçant  l'une  ou  l'autre  des  tangentes  par  sa  valeur  en 
fonction  de  a,  b,  c,  on  a  la  valeur  de  r  en  fonction  des  côtés  du 
triangle  : 

_  *  /(?  — a>  (p  —  b)  [p^cj 

'  V  '  p 

Il  en  résulte  la  relation 

s  =  pr, 

qui  exprime  que  l'aire  du  triangle  est  égale  à  la  somme  des 

aires  des  triangles  BIC,  CIA,  AIB. 

256.  Cercles  ex-inscrits.  —  Soit  I'  (fig.  69)  le  point  de  con- 
cours des  bissectrices  extérieures 
des  angles  B  et  C  et  de  la  bis- 
sectrice intérieure  de  l'angle  A 
du  triangle  ABC.  Ce  point  est  le 
centre  du  cercle  ex-inscrit  tan- 
gent au  côté  BC  et  aux  prolon- 
gements des  deux  autres.  Nous 
appellerons  r'  Ja  mesure  de  son 
rayon,  D.  E,  F  les  points  où  ce 
cercle  touche  les  côtés  BC,  CA 
et  AB.  Si  Ton  suppose  le  côté  BC 
coupé  en  D,  et  que  l'on  ra- 
batte BD  sur  la  longueur  égale 
BF,  et  CD  sur  CE,  le  périmètre 
du  triangle  est  développé  sui- 
vant la  ligne  brisée  FAE.  On  a  donc 
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AE  =  AF  —  p, 
BF  =  BD  =  p  —  c  , 
CD  =  CE  =  p  —  b. 
Les  triangles  rectangles  AFI',  BF1',  CEI'  donnent  ensuite,  en 
remarquant  que  les  angles  FBI',  ECI'  sont  les  compléments  res- 
pectifs des  angles  J-B    et  iG, 
(4)      r>—p  tg|A  =  (p  —  c)  cdtg4Bs=(p  —  5)cotgiC. 
En  remplaçant,  dans  la  première  valeur  de/,    tglA     par  sa 
valeur  en  fonction  de  a,  b,  e,  on  trouve 


,'  ■—  %  /P(P  ~  6)  fo~  c) 


p  —  a 

pour  valeur  du  rayon  du  cercle  ex-inscrit  tangent  au  côté  a  et 
aux  prolongements  des  deux  autres. 

Si  l'on  appelle  r"  et  r"  les  rayons  des  cercles  ex-inscrits  tan- 
gents respectivement  aux  côtés  b  et  c,  on  a         

r"=ptgiB  =  (p-a)cotgiG  =  (p~c)cotSh^=  \/P{P  ~C^P~U\ 
/^pigiG  =  (p-/,)colgiA  =  (p--a)cotg|B  =  y/^(^~^~6). 

257.  Remarque  ï.  —  Il  résulte  des  égalités  qui  précèdent  les 
relations  suivantes 

p  —  a  p  —  b  p  —  c 


cotgiA       cotg|B       cotgiC 
Ainsi,  dans  tout  triangle  les  binômes  p  —  a,   p  —  b,  p — c 
sont  proportionnels  aux  cotangentes  des  angles  £A,  iB,   iG. 

258.  Remarque  II.  —  En  égalant  les  deux  premières  valeurs 

de  r" ,  on  obtient 

(p  — a)  cotgiC  —  p  tgiB, 
et,  en  multipliant  les  deux  membres  par  tg4-C, 

(5)  p-a  =  ?>tgiBtgiC. 

On  aurait  de  la  même  manière 

r3)  s    P  —  b  =  ptS|GtglA, 

(    p  —  c  =  p  tgiA  tgll). 

On  peut,  en  partant  de  ces  formules,  retrouver  celles  qui 
donnent  tg^A,  tg-±-B  et  tglC  dans  le  quatrième  cas  des 
triangles.  Multiplions  les  deux  dernières  membre  à  membre  et 
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divisons  membre  à  membre  par  la  première  ;  nous  obtenons 
(P  —  b)iP  —  c) 


c'est-à-dire 


p —  a 


=  ptg»|A, 


S,A       V      p(p-a) 


c) 


C'est  bien  la  formule  (18)  du  chapitre  précédent. 

Ce  calcul  constitue  une  nouvelle  démonstration  de  la  for- 
mule (18),  puisque  les  relations  (5)  ont  été  obtenues  en  se  fon- 
dant uniquement  sur  une  propriété  du  triangle  rectangle. 

259.  Hauteurs.  —  Si  l'on  appelle  ha,  hb,  hc  les  mesures  des 
hauteurs  respectivement  perpendiculaires  aux  côtés  BC,  CA, 
AB,  on  sait  que 

aha  =  bh  =  che  =  2s  =  2  \jp  {p  —  a)  (p  —  b)  (p  —  c). 
On  en  déduit  sans  peine  les  valeurs  des  trois  hauteurs  en 
fonction  des  côtés  du  triangle. 

260.  Médianes.  —  Soit  m  la  mesure  de  la  médiane  AD  qui 

part  du  sommet  A  (fig.  70).  La 
géométrie  montre  que  l'on  a 

?n8  =  -(2624-2c2  —  a2). 

Mais  cette  formule  n'est  pas 
calculable  par  logarithmes. 

Prolongeons  AD  d'une  lon- 
gueur D  A' égale  à  AD  et  traçons 
les  droites  A'B,  A'G.  Le  quadri- 
latère ABA'C  est  un  parallélo- 
gramme, puisque  ses  diagona 
les  se  coupent  mutuellement 
en  deux  parties  égales.  Le  dou- 
ble AA'  de  la  médiane  est  donc  le  troisième  côté  d'un  triangle 
A'BA  dans  lequel  deux  côtés  A'B  et  BA  sont  mesurés  par  b  et  c, 
l'angle  compris  étant  le  supplément  de  l'angle  A  du  triangle 
donné.  Il  en  résulte 


A 


Fig.  70 


t2  =  -  [b2  H-  c2  -h  2bc  cos  A). 
4 
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On  pourrait,  à  la  vérité,  déduire  cette  valeur  de  m'dela  pre- 
mière; mais  la  construction  faite  a  l'avantage  de  nous  montrer 
que  le  calcul  de  la  m '-diane  revient,  en  définitive,  à  la  recherche 
de  la  valeur  du  troisième  côté  d'un  triangle  dans  lequel  on  con- 
naît deux  côtés  et  l'angle  compris. 

Appliquons  à  ce  cas  particulier  les  formules  établies  dans  le 

deuxième  cas  de  la  résolution  des  triangles;  nous  obtenons,  en 

appelant  x  ety  les  angles  en  A  et  A' du  triangle  ABA', 

b  —  c 
i(a?-t-y)  =  iA;  tg±(a?  —  y)  =  j— :tgiÀ; 

(£ -t- c)  cos-i-A 

2w  =  ~ -• 

cosi(;r  —  y) 

Les  deux  dernières  formules  sont  calculables  par  logarithmes 
et  font  connaître  la  valeur  de  2m. 

Les  autres  médianes  se  calculent  de  la  même  manière. 
261.  Détermination  des  angles  qu'une  médiane  fait  avec  les 

côtés. —  Appelons  u>  l'angle 
que  décrirait  une  demi- 
droite  d'abord  appliquée 
sur  la  direction  DG  (fig.  71) 
pour  s'appliquer  sur  DA  en 
tournant  dans  le  sens  di- 
rect ABC,  et  projetons  le 
contour  DCA  et  sa  résul- 
tante DA  sur  la  direction  BC 
et  sur  une  direction  faisant 
avec  BC  l'angle  -+-  90°;  nous  aurons,  en  remarquant  que  l'an- 
gle de  CA  avec  BGjraut  180°  —  G, 

DA  cos  u)  =  \a  —  b  cos  G, 
DA  sin  o>  =  b  sin  G. 
Divisons  membre  à  membre;  nous  aurons 

a  —  2b  cos  G  a 

cotg  w  =  — — — : — -—  =  -— — -  —  cotg  C. 
2b  sin  G  2b  sin  G 

Cette  formule  peut  être  utile;  mais  on  peut  en  obtenir  une 

autre  plus  simple  et  plus  symétrique  en  opérant  de  la  manière 

suivante.  Projetons  le  contour  DBA  sur  les  deux  mêmes  direc- 


Fig.  71 
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tfons,  puis  divisons  membre  à  membre  les  deux  relations  obte 

nues  ;  nous  aurons 

—  a  -h  2c  cos  B  _  a 

2c  sin  B 


coter  u>  = 


cols  B. 


-2c  sin  B 

Si  nous  ajoutons  membre  à  membre  ces  deux  relations,  cl  si 
nous  remorquons  que  les  dénominateurs  26  sin  C  et  2c  sin  B 
sont  égaux,  nous  obtenons 

(6)  2  cotg  a)  =  cotg  B  —  cotg  C . 

Cette  formule,  facile  à  rendre  calculable  par  logarithmes, 
résout  la  question. 

Connaissant  w,  on  aura  sans  difficulté  les  angles  que  fait  la 
médiane  avec  les  côtés  AB,  AC  du  triangle. 

262.  Bissectrices  intérieures.  —  Soit  %  la  longueur  de  la  bis- 
sectrice in  térieure  AD 
de  l'angle  A  du  trian- 
gle ABC  (fig.  72). 
Ecrivons  que  dans  le 
triangle  ADC  les  cô- 
tés a  et  b  sont  propor- 
tionnels aux  sinus  des 
angles  opposés;  nous 
aurons 


*"ig.  n 


sin  C       sin(C-hiA) 
d'où  a  sin  (C  4-|A)  =  b  sin  C. 

Le  triangle  ADB  donne  de  la  même  manière 

a  sin  (B  -+-  j-A)  =  c  sin  B. 
Ajoutons  membre  à  membre  et  remarquons  que  les  seconds 
membres  représentent  la  hauteur  h  correspondant  au  côté  a  du 
triangle;  nous  aurons 

a  [sin  (B  -+-  i  A)  -f-  sin  (C  +  \  A)]  =  2A  . 
ou  bien 

a  sin-HB-t-C-t-A)  cos|(B  —  C)  =  h. 
Or  |(B  +  C  +  A)  =  90°;  le  sinus  de  cet  angle  est  1.  On  a 
donc,  en  remarquant  que  l'angle  i(B  —  C)  étant  inférieur  à  90e 
son  cosinus  ne  peut  pas  être  nul, 


.(*) 
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_  n 

a~ "cos|(B  —  G)' 

Cette  formule,  calculable  par  logarithmes,  signifie  que  l'angle 
de  la  bissectrice  et  de  la  hauteur  qui  partent  du  sommet  A  a 
pour  valeur  i(B  —  C). 

On  peut  en  déduire  la  valeur  de  a  en  fonction  des  côtés  seu- 
lement. Pour  cela,  commençons  par  calculer  en  fonction  des 
côtés  la  valeur  de  cos  j-(B  —  G).  Nous  aurons  successivement, 
en  tenant  compte  des  formules  (46)  et  (17)  du  chapitre  précé- 
dent, 

cos|(B  —  G)  =  cosiB  cos^G  -+-  sin^B  siniC. 


_     /p*tp  —  />)(p  —  c)  /(p—g)*(p  —  b)(n  —  c) 

—  \  a*bc  V 


a3bc 


—~  /{p  —  b)  {p  —  c){p  +  p  —  a) 
a\'0c 


a\/bc 


Il  en  résulte 

ahybc 


(6-4-c)  \'\p—b)  [p  —  c) 

Remplaçons  ah  par  sa  valeur  2  \Jp  (p  —  a)  {p  —  b)  \p  —  c),  et 
simplifions  ;  nous  avons  cnGn 

2 


i 


=  r—  ^bcp(p-a), 


formule  logarithmique  conforme  à  celle  que  donne  la  Géométrie. 
On  aura,  par  permutations  tournantes,  les  valeurs  des  autres 
bissectrices  intérieures. 

263.  Bissectrices  extérieures.  —  Soit  a'  la  longueur  de  la 
bissectrice  extérieure  AD' de  l'angle  A  du  Iriangle  ABC  (fig.  66) 
dans  lequel  nous  supposons  B  >C.  Le  triangle  AD'C  donne  la 
relation 

»' b 

sin  G  —  sin  (90°  +i  A  -4-  C)  ' 
d'où  a'  cos  (G  -+-  i  A)  =  b  sin  G. 
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Le  triangle  AD'B  donne  de  même 


c 


sin  B       sin  (B —90°  h- i  A) 
d'où  — a'  cos  (B  -hj-A)  =zc  sin  B. 

Ajoutons  membre  à  membre  ces  deux  relations  : 

at  [cos  (G  -h  iA)  —  cos  (B  +  U)]  =  2ft, 
ou  bien 

a'  sini(A  +  B  +  C)  sini  (B  —  C)  =  h, 
d'où  enfin,  sinl(B— G)  n'étant  pas  nul,  puisque  l'angle  i(B— G) 
est  positif  et  inférieur  à  90°, 

(8)  *'  =  sini(B-C)' 

Si  l'on  avait  B  =  C,  la  valeur  de  a'  serait  infinie. 

On  aurait  pu  déduire  cette  formule  de  la  formule  (7)  en  re- 
marquant que  la  bissectrice  extérieure,  étant  perpendiculaire 
à  la  bissectrice  intérieure,  doit  faire  avec  la  hauteur  un  angle 
égala  90°  — i(B  — G). 

Un  calcul  semblable  à  celui  que  nous  avons  fait  plus  haut 
conduit  à  la  valeur  suivante  de  la  bissectrice  a'  en  fonction  des 
côtés  du  triangle  : 

2 

On  en  déduit  sans  difficulté  les  valeurs  des  autres  bissectrices 
extérieures. 


§  2.  —  Problèmes  sur  les  triangles.  —  Quadrilatère 
inscriptible. 

264.  Problème.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  le  péri- 
mètre et  deux  angles. 

Le  troisième  angle  étant  donné  par  la  formule 
A-+-B  +  G  =  180°, 
nous  pouvons  regarder  les  trois  angles  comme  connus.  Nous 
indiquerons  deux  procédés  pour  trouver  les  valeurs  des  côtés. 
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Premier  procédé.  —  Les  propriétés  des  suites  de  rapports 
égaux  donnent 

a  b  c ±p 2p 

sin  A_ sin  B_sin  C~ sin  A  +  sin  B  +  sinC    4cos-J-A  cos^B  cosiC 

Les  deux  derniers  dénominateurs  sont  égaux  d'après  une 
formule  connue  (139).  On  déduit  de  là 

p  sin  A.  p  sin^A 

~  -1  cos-J-A  cos|B  cos|G  ~~  cos|B  cos|C 

On  aura  des  valeurs  analogues  pour  b  et  c. 

Le  problème  est  toujours  possible  puisque  les  valeurs  des 
données  et  celles  des  inconnues  vérifient  les  trois  relations  du 
groupe  (5)  du  chapitre  précédent.  Il  n'a  qu'une  solution. 

Le  calcul  exige  la  recherche  de  sept  logarithmes. 

Second  procédé.  —  Les  formules  (5)  du  n°  258  : 
/    p—  a =ptgiBtg±G 

(5)  p-b  =ptglCtglA 

(    p  —  c  =  p  tg~-  A  tg|B 
résolvent  la  question  et  exigent  la  recherche  de  quatre  loga- 
rithmes seulement.  De  plus,  il  ne  sera  pas  nécessaire  de  cher- 
cher d'autres  logarithmes  si  l'on  veut  avoir  l'aire  du  triangle  et 
les  rayons  du  cercle  inscrit  et  des  cercles  ex-inscrits. 

Quand  on  connaît  les  valeurs  des  binômes  p  —  a,  jj  —  b,  p  —  c, 
il  sufût  de  les  retrancher  de  p  pour  avoir  les  valeurs  de  a,  b  et  c. 

Discussion.  —  Ces  valeurs  seront  évidemment  positives;  cha- 
cune d'elles  sera  plus  petite  que  la  somme  des  deux  autres, 
puisque  les  binômes  ont  évidemment,  d'après  les  formules  (5), 
des  valeurs  positives.  Il  existe  donc  toujours  un  triangle  ayant 
pour  côtés  a,  b  et  c;  si  l'on  appelle  un  instant  A'  l'angle  de  ce 
triangle  opposé  au  côté  a,  on  sait  que  l'on  a 


[gi.y  =  y/it 


P  iP  ~  «) 

Mais  on  a  vu  (258)  que  les  formules  (5)  donnent  pour  tgiS 
précisément  la  même  valeur.  Gomme  les  deux  angles  |A  et 
|  A  sont  positifs  et  aigus,  l'égalité  des  tangentes  entraîne  l'éga- 
lité des  angles. 
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raisonnement  s'appliquant  aux  angles  B  et  G,  on  voit  qu'il 
existe  toujours  un  triangle  admettant  les  éléments  donnés. 

265.  Problème.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  un  côté 
a,  l'angle  opposé  A  et  la  somme  1  des  deux  côtés  qui  comprennent 
cet  angle. 

Nous  connaissons  la  somme  180° — A  des  deux  angles  incon- 
nus B  et  G  ;  ils  ont  le  même  rôle  dans  la  question  ;  nous  cher- 
cherons donc  leur  différence. 

Pour  cela,  nous  considérons  la  suite  de  rapports  égaux 

a  b  c  l  l 

sin  A     sin  B— sin  C~sin  B  +  sin  G-  2  sin|(B-fC)  cos^iB  — G) 

En  remplaçant  sin  A  par    2  sin|  A  cos-i-  A,    et  en  remar- 
quant que  cos^A  est  égal  à  sini(B-t-G)   puisque  les  angles 
1A   et  {-(B  +  C)   sont  complémentaires,  on  voit  que  l'égalité 
du  premier  et  du  dernier  rapport  peut  s'écrire 
a  l 

sin|A  ~  cos|(B  —  G) 
d'où  l'on  déduit 

/^       „*        l  siniA 

cosi  B  — G)  = — 

a 

Cette  formule  donne  pour  i(B  —  C),    aune  condition  que 

nous  chercherons  dans  la  discussion,  une  valeur  a  positive  et 

moindre  que  90°.  On  a  alors,  comme  dans  le  second  cas  des 

triangles, 

B  =  90°  —  jA+», 
C  =  90°  — |A— a. 

Ces  angles  étant  déterminés,  on  a  les  côtés  par  les  formules 

a  sin  B  a  sin  G 

b  =  — : — ,  C  =  — —• 

sin  A  sin  A 

Discussion.  —  Nous  ne  diminuons  pas  la  généralité  de  la  dis- 
cussion en  appelant  B  le  plus  grand  des  angles  inconnus,  s'il  y 
en  a  un  plus  grand  ;  alors  l'angle  i  (B  —  C)  ne  peut  pas  être 
négatif.  Cet  angle  existe  pourvu  que  le  second  membre  de  la 
formule  qui  donne  son  cosinus  ne  surpasse  pas  \ .  Une  première 
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condition  nécessaire  pour  que  le  problème  soit  possible  est 
donc 

a!>  /sin^A. 
Dans  tout  ce  qui  suit  nous  la  supposons  satisfaite. 
Il  ne  suffît  pas  que  l'angle  a  existe  ;  il  faut  encore  que  les  va- 
leurs de  B  et  G  soient  positives  et  inférieures  à  180°.  La  valeur 
de  B  remplit  ces  conditions,  puisque  a  désigne  un  angle  au 
moins  égal  à  zéro  et  inférieur  à  90°.  Il  n'en  est  pas  de  même  de 
la  valeur  de  C  ;  elle  est  certainement  inférieure  à  180°  ;  mais 
elle  n'est  positive  que  si  l'on  a 

«<9tr—  |A; 
et,  puisque  ces  angles  sont  aigus,  cette  inégalité  revient  à 

cos  a  >  eos  (90o  —  iA), 
pu 

/sin-^A 

>»  siniA, 

a 

ou  enfin,  a  et  sin|A  étant  positifs, 

/>a. 

C'est  une  seconde  condition  nécessaire.  Il  n'y  en  apasd'autre  : 
car  les  formules  qui  donnent  b  et  c  montrent  que  les  valeurs 
de  ces  inconnues  sont  positives  et,  par  suite,  toujours  accep- 
tables. D'ailleurs  les  valeurs  des  données  et  des  inconnues  sa- 
tisfont aux  relations  du  groupe  (5)  du  chapitre  précédent. 
Donc  l'existence  du  triangle  est  certaine  aux  deux  conditions 
trouvées. 

Les  autres  valeurs  de  £(B  —  C)   sont 
&.360J±a. 

Il  est  aisé  de  voir  que  si  k  est  positif,  elles  conduisent  pour 
B  à  des  valeurs  supérieures  à  180°  ;  nous  ne  pouvons  donner  à 
k  aucune  valeur  négative  puisque,  par  hypothèse,  l'angle  B  —  G 
ne  peut  être  négatif. 

En  résumé,  le  problème  admeL  une  solution  et  une  seule,  à 
la  double  condition 

/  >a>-  /sin|A. 

Dans  le  cas  a  =  /sin^-A,  on  a  cos|(B  —  C)  =  4,  d'où  B  =  G 
et,  par  suite,   6  =  e.   Le  trianglo  est  isocèle. 
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Calcul  direct  pes  côtés  inconnus.  —  On  peut  trouver  les  côtés 
b  et  c  sans  connaître  les  angles  B  et  C  ;  on  doit  pour  cela  se 
servir  de  la  relation 

a2  =  b-  •+-  6'2  —  2bc  cos  A , 
la  seule  qui  ne  renferme  pas  d'angle  inconnu.  On  peut  l'écrire 

a2  =  (b  +  c)'  — 2ôc(l  -+-  cos  A), 
ou  bien 

a3  =  l-  —  4àccos-|  A. 
Cette  relation  fait  connaître  le  produit  des  deux  inconnues  : 

Z2  —  a2 

be  =  7" — r.~r  • 

4  COS3  y  A 

On  peut  alors  écrire  l'équation  du  second  degré  dont  les 
racines  sont  b  et  c.  Cette  équation  est,  X  désignant  l'une  ou 
l'autre  des  inconnues, 

4  cos2! A 
Il  en  résulte 


v7- 


b  )  __  4  / .        .   /a2  —  Z2  sin'H  S 


c  j        2  V "  ~     V         cos2!  A 
formule  qu'il  est  aisé  de  rendre  logarithmique. 

Discussion.  —  Pour  que  les  valeurs  de  b  et  c  soient  acceptables, 
il  faut  et  il  suffit  qu'elles  soient  réelles  et  positives.  Car,  à  ces 
seules  conditions,  comme  ces  valeurs  satisferont  d'ailleurs  à  la 
relation 

a2  =  i2  +  cJ- Ibc  cos  A, 
d'où  nous  sommes  partis,  nous  pourrons  affirmer,  d'après  le 
théorème  du  n°  238,  qu'il  existe  un  triangle  admettant  pour 
côtés  a.  b  et  c,  ces  deux  derniers  ayant  pour  somme  /,  et  que, 
dans  ce  triangle,  l'angle  opposé  au  côté  a  est  égal  à  A. 

La  condition  do  réalité  est 

a2  >>  Z2  sin2!A; 
et,  puisque  a,l  et  sin|A  sont  des  quantités  positives,  on  peut 
l'écrire 

a  >>  /  sin|A. 

Les  deux  racines  ont  une  somme  positive;  elles  seront  donc 
toutes  deux  positives,  pourvu  que  leur  produit  le  soit  aussi; 
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26? 


nous  avons  donc,  outre  la  condition  de  réalité,  la  nouvelle  con- 
dition 

ï2  >  a2  ou  bien  /  >  a. 

Nous  retrouvons  bien  les  conditions  trouvées  plus  haut. 

266.  Problème.  —  Vans  un  triangle  isocèle  on  connaît  la  base 
a  et  la  longueurs  de  la  bissectrice  de  l'un  des  angles  à  la  base.  Cal- 
culer la  moitié  de  cet  angle.  Discuter  et  rendre  la  valeur  trouvée 
calculable  par  logarithmes.  (Saint- Cyr, 
1884.) 

Soit  ABC  (fig.  73)  le  triangle  isocèle 
dont  on  donne  la  base  BC  et  la  bissec- 
trice BD,  la  première  longueur  étant 
mesurée  par  a,  la  seconde  par  3.  Soit 
x  l'angle  demandé  CBD  ;  l'angle  C  vau- 
dra 2r,  et  si  nous  écrivons  que  dans  le 
triangle  BCD  les  côtés  connus  sont 
proportionnels  aux  sinus  des  angles 
opposés,  nous  aurons  une  équation  à 
laquelle  x  dévia  satisfaire.  Cette  équation  est 

_?_  « 

sin  2a?       sin  3a: 

ou  bien 

p  si n  3r  —  a  sin  2j  =  0. 

Nous  examinerons  dans  la  discussion  si,   réciproquement, 

toute  valeur  de  x  satisfaisant  à  cette  équation  est  acceptable. 

Occupons-nous  d'abord  de  la  résoudre.  On  peut  l'écrire 

3  (3  sin  x  —  4  sin3  x)  —  2a  sin  x  cos  x  =  0 . 

Supprimons  la  solution    sin  x  =  0,    qui  nous  conduirait  à 

des  valeurs  de  x  évidemment  inacceptables  ;  nous  obtenons 

3  (3  —  4  sin2  x)  —  la  cos  x  =  0, 

ou  bien 

43  cos2  x 

On  en  tire 

a±/a2  +  433 


Fis.  73 


2a  cos  x  —  3  =  0. 


cos  x  = 


D 


48 


iscussion.  —  Les  deux  racines  de  cette  équation  du  second 
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degré  sont  réelles,  de  signes  différents,  et  puisque  le  produit 

\ 
de  leurs  valeurs  absolues  est  --  ,   l'une  d'elles  au  moins  est 

4 
comprise  entre  — 1    et  -h  1  ;   c'est  la  racine  négative,  puis- 
que c'est  cette  racine  qui  a  la  plus  petite  valeur  absolue. 

Pour  que  la  racine  positive  soit  inférieure  ou  égale  à  I,  il  faut 
et  il  suffit  que  +1  ne  soit  pas  compris  entre  les  racines,  c'est- 
à-dire  que  le  résultat  de  la  substitution  de  -h  1  à  cosar  ne 
soit  pas  négatif.  La  condition  est 

2 
33  — 2a>0  ou  3>-a. 

3 

La  discussion  serait  terminée  et  il  ne  resterait  plus  qu'à  écrire 
les  valeurs  de  x  s'il  s'agissait  simplement  de  résoudre  l'équation 
trigonométrique  écrite  plus  haut.  Mais  2#  doit  être  l'angle  à  la 
base  d'un  triangle  isocèle  qui  ne  peut  pas  exister  si  cet  angle  ne 
remplit  pas  certaines  conditions  de  grandeur. 

Il  est  d'abord  nécessaire,  pour  que  le  problème  proposé  soit 
po-sible,  que  le  triangle  BCD  existe,  et  pour  cela  il  faut  que  x 
soit  positif,  et  de  plus  que  x  -+-  2x  ou  Sx  soit  inférieur  à  180°, 
ce  qui  donne  x  <  60°.  Ces  deux  conditions  suffisent  pour  que 
le  triangle  BCD  existe  :  on  le  voit  exactement  comme  dans  la 
résolution  du  premier  cas  des  triangles  quelconques  (243). 

Elles  ne  suffisent  pas  pour  qu'on  puisse  affirmer  l'existence 
du  triangle  ABC.  11  faut  encore  que  le  triangle  BDA  existe  ; 
or  on  connaît  un  côtéBD  de  ce  triangle,  il  faut  donc  et  il  suffit 
(243)  que  la  somme  des  angles  adjacents  x  -+■  3x  ou  kx  soit 
inférieure  à  180°,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

x  <  45°. 

Cette  condition  entraîne  la  précédente.  Elle  est  donc  suffi- 
sante, pourvu  que  x  soit  positif. 

En  résumé,  pour  qu'une  valeur  de  x  soit  acceptable,  il  faut 
et  il  suffit  qu'elle  soit  positive  et  moindre  que  45°.  Nous  devons 
donc  rejeter  la  racine  négative  de  notre  équation.  Et  comme  la 
double  condition 

0  <  x  <  45° 

équivaut  à  la  double  condition 
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y/2 

1  >>  COS  X  ">  — -> 

2 

nous  ne  devons  accepter  la  racine  positive  que  si  elle  est  com- 

v/2 
prise  entre  1  et  —  •  Pour  qu'elle  soit  inférieure  (et  non  égale) 

à  1,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

2 

1  r- 

Pour  qu'elle  surpasse  ^rv%  il  faut  et  il  suffit  que  ce  nombre 

soit  compris  entre  les  racines,  c'est-à-dire  que 

2  i/2 

ou  bien 

KWî 

En  résumé,  le  problème  admet  une  solution  et  une  seule  si 
l'on  a  la  double  condition 

-  a  <  (J  <  afa 

I)  n'en  admet  aucune  si  J3  n'est  pas  compris  dans  ces  limites  (*). 

Transformation  de  la  valeur  de   cos  x.  —  La  valeur  accep- 
table de    cos  x  est 


a  -+■  y/a- 
cos  x  =  — 


0-5) 


4P  40 

Posons 

432  23 

—  =  tg*?  ou  ^  =  lg? 

Nous  aurons 

1 

cos  x  = (i  -+-  seco), 

'    t  °*  'Si 

ou  bien  successivement 

COS<p       cos»  +  1 
cos  X  =  -     .         •  ! » 


COS  X  = 


2  sin<p         cos« 
coso  +  1  2cosQ4o 


2sin?   .      4  sin|ocos-jf  ' 
cos  x  —  \  COtg|cp. 
C'est  la  valeur  calculable  par  logarithmes  qu'on  demandait. 


(*)  C«*   deux  conditions  peuvent  être  trouvées  a  priori  par  la  Géométrie. 
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267.  Problème.  —  On  connaît  dans  un  triangle  deux  côtés  b ,  c, 
et  Von  sait  que  ce  triangle  est  équivalent  au  triangle  équilatéral 
construit  sur  le  troisième  côté  a. 

Calculer  ce  côté  a  et  l'angle  A. 

On  établira  les  deux  équations  propres  à  déterminer  chaque 
inconnue  indépendamment  de  l'autre,  et  on  montrera  la  concor- 
dance des  résultats  que  fournit  leur  discussion.  (Saint-Cyr,  1882.) 

L'équation  qui  exprime  que  l'aire  du  triangle  est  égale  à 
l'aire  du  triangle  équilatéral  de  côté  a  est 

1  1         -  - 
—  bc  sin  A  =  —  a2  i/3,         ou  bien        26c  sin  A  =  a2  y/3. 

2  4 

On  a  de  plus 

a2  =  62-+-c2  —  26c  cos  A. 

11  s'agit  de  résoudre  ce  système  de  deux  équations  à  deux 
inconnues. 

Calcul  de  l'angle  A.  —  Multiplions  par  y/3  les  deux  mem- 
bres de  la  seconde  équation,  puis  ajoutons-la  membre  à  mem- 
bre avec  la  première  ;  nous  aurons  une  équation  ne  renfermant 
plus  l'inconnue  a2  et  pouvant  remplacer  l'une  des  équations 
du  système,  la  première,  par  exemple.  Cette  équation  est 

26c  sin  A  +  26c  y/3  cos  A  =  (68  -f-  c2)  y/3 
ou  bien 

•     a        /s  (62-t-c2)y/3 

sin  A  -f-  y/3  cos  A  =  i —. 

26c 

Pour  résoudre  cette  équation,  nous  posons,  suivant  la  méthode 
générale, 

v/3  =  tgcp,  d'où  <p  =  60°. 

1 
L'équation  devient,  en  remarquant  que  cos  60°=  sin  30°=  -  • 

£2  4_  cs    ^3 

sn   A-f-60°   =     n.      .—  • 
v  ;  26c       2 

Supposons  qu'il  existe  un  angle  a  dont  le  sinus  soit  égal  au 

second  membre  ;  tous  les  angles  A  satisfaisant  à  celte  équation 

appartiendront  à  l'une  ou  à  l'autre  des  formules 

A  =  A. 360°  ■+-  a  —  G0° , 

A  =  £.360°  -+-  180°  -a  —  60. 
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Discussion.  —  Il  faudra  prendre  pour  A  seulement  les  valeurs 
positives  et  moindres  que  180°.  Nous  pouvons  voir  dès  mainte- 
nant que  toute  valeur  remplissant  ces  conditions  est  acceptable: 
car  la  seconde  équation  du  système  déterminera  pour  a  une 
valeur  positive,  et,  d'après  le  théorème  du  n°  238,  l'existence 
du  triangle  admettant  pour  éléments  a,  6,  c  et  A  est  certaine. 

Pour  que  l'angle  a  existe,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

62-+-ca    y/3       { 
2bc     '  2  ' 

Il  est  inutile  d'écrire  que  cette  quantité  doit  être  au  moins 
égale  à —  1,  puisqu'elle  est  positive  par  hypothèse.  Cette  con- 
dition peut  encore  s'écrire 

b2  /3  —  46c  +  c2  /3  <  0. 

Pour  que  ce  trinôme  soit  négatif,  il  faut  que  b,  regardé 
comme  variable,  soit  compris  entre  les  racines  de  l'équation 

b2  /3  —  Abc  -t-  c2  fi  =  0. 

ç 

Ces  racines  sont  -j=  et  c  </3.  Les  conditions  d'existence  de  l*an- 
gle  a  sont  donc 

j=<b<c/3. 

Nous  pouvons  ne  conserver  que  la  seconde  si  nous  désignons 
par  b  le  plus  grand  des  deux  côtés  donnés,  s'il  y  en  a  un  plus 
grand. 

A  cette  condition,  on  trouvera  dans  la  table  un  angle  dont  le 
sinus  a  pour  valeur 

—         ou  bien         — —, —  sin  60°. 


26c      2  26c 

Cest  cet  angle  que  nous  choisirons  pour  valeur  de  t.  Nous 

voyons  que  si  b  =  c,  l'angle  a  vaut  60°  ;  mais  si  b  surpasse  c, 

624-c2 
a  surpasse  60°,  puisque  —-, —  est  plus  grand  que  1  toutes  les 

fois  que  6  et  c  sont  différents. 

Il  résulte  de  là  que  si  6  surpasse  c  nous  pouvons  donner  à  k 
la  valeur  zéro  dans  chacune  des  formules  qui  donnent  A.  Nous 
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obtenons  ainsi  deux  valeurs  positives  et  moindres  que  180°. 
qui  sont 

A  =  a  — 60  et  A  =  180°  — a  — 60°. 

Ces  deux  angles  sont  aigus,  le  premier  au  plus  égal  à  30°,  le 
second  au  moins  égal  à  30°,  et  leur  somme  est  60'.  Ils  valent 
l'un  et  l'autre  30°  si   a  =  90',   c'est-à-dire  si   b  =  c  /3 . 

Enfin  si  6  =  c,  on  a  *  =  60°,  la  première  valeur  est  nullf, 
et  la  seconde  est  égale  à  60<>. 

Il  est  aisé  de  voir  que  si  l'on  donnait  à  k  une  valeur  positive 
ou  négative  quelconque  les  valeurs  de  A  ne  seraient  plus  com- 
prises entre  0°  et  180°  ;  nous  devons  les  rejeter. 

En  résumé,  si  les  deux  côtés  donnés  sont  égaux,  le  problème 
n'admet  qu'une  solution  formée  du  triangle  équilatéral  cons- 
truit sur  l'un  des  côtés  donnés. 

Si  les  côtés  sont  différents  et  que  le  plus  grand  b  soit  infé- 
rieur à  c/3,  c'est-à-dire  au  côté  du  triangle  équilatéral  inscrit 
dans  le  cercle  qui  a  pour  rayon  le  plus  petit  côté  donné,  le  pro- 
blème admet  deux  solutions  distinctes,  et  les  angles  qui,  dans 
ces  deux  solutions,  sont  compris  entre  les  côtés  donnés  ont 
pour  somme  60°. 

Ces  deux  solutions  se  réunissent  en  une  seule  si  6  =  cy/3. 
L'angle  compris  entre  les  côtés  b  et  c  vaut  alors  30°. 

Enfin  si  b  surpasse  c  /3~,  le  problème  n'admet  plus  de  solu- 
tion. 

Calcul  du  côté  a.  —  Pour  éliminer  A  entre  les  deux  équa- 
tions du  problème,  écrivons-les  de  la  manière  suivante  : 
a2/3 


26c 
-h  c2  —  a' 


=  sin  A, 
=  cos  A. 


26c 

Ajoutons-les  membre  à  membre  après  avoir   élevé    chaque 
membre  au  carré  ;  nous  aurons 

3a*        (^+c>-oa)8 
IPc5"*"  46V  —    ' 

eu  bien 

4a4  —  2  (62  -+•  c2)  a2  -+-  (62  —  c2)2  =  0. 
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Nous  obtiendrions,  à  la  vérité,  cette  même  équation  si  nous 
changions  le  signe  soit  de  sinA,  soit  de  cosA,  soit  de  sin  A 
et  de  cosA  dans  les  équations  du  problème.  Mais  il  est  clair 
que  nous  n'aurons  pas  introduit  de  solution  étrangère  pourvu 
que,  après  avoir  déterminé  a2,  nous  prenions  pour  sin  A  et 
cos  A  les  valeurs  écrites  plus  haut,  valeurs  évidemment  accep- 
tables, puisque  la  somme  de  leurs  carrés  étant  1,  la  valeur 
absolue  de  chacune  d'elles  est  inférieure  à  1.  On  voit  aussi  qu'à 
une  valeur  positive  de  a2  correspond  pour  A  une  valeur,  et  une 
seule,  comprise  entre  zéro  et  180°. 
L'équation  bicarrée  résolue  par  rapport  à  a2  donne 

c2  ±  \/{b2-hc2;2  —  4^2-cij2l  , 


a==4L 


ou  bien 

a2  =  -  (b*  -+-  c-  ±  y/  —  364  +  lu6V2  —  3cA  • 

Discussion.  —  Pour  qu'une  valeur  de  a2  soit  acceptable,  il  faut 
et  il  suffit  qu'elle  soit  réelle  et  positive;  car  une  pareille  valeur 
déterminera  pour  cos  A  une  valeur  acceptable,  comme  on  l'a 
dit  plus  haut  ;  le  théorème  du  n°  238  nous  permet  alors  d'affir- 
mer l'existence  du  triangle. 

La  condition  de  réalité  est 

3é4  —  ii)b2c-  -h  3c4  <  0. 

Elle  sera  remplie  si  b2  est  compris  entre  les  racines  de  l'équa- 
tion du  second  degré  en  b2  : 

3{62)2  —  10c2*a-+-3c4  =0, 
qui  sont 

5c2±4c2  •  c2 

,  c  est-a-dire  Se2  et  — ■ 

3  o 


11  faut  donc  que  l'on  ait 


C-  <  68  <  3c2, 
c'est-à-dire,  b  et  c  étant  positifs, 

4  <  h  <  c  v/3. 

C'est  la  condition  trouvée  précédemment  et  que  nous  avons 
réduite  à 

b  <  C  y/3 
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en  supposant  que  b  est  le  plus  grand  des  deux  côtés  donnés, 

s'il  y  en  a  un  plus  grand  (*).  Nous  la  supposons  remplie  dan 

ce  qui  suit. 

Quant  à  la  condition  désigne,  elle  est  remplie,  si  b  surpasse  c, 

(b2  —  cV 
par  les  deux  valeurs  de  a2,  puisque  leur  produit est 

b2  -4-c* 


positif,  ainsi  que  leur  somme 


Si  b  =  c,  le  produit  es' 


nul,  l'une  des  racines  est  donc  nulle  et  doit  être  rejetée;  l'autre 
est  acceptable.  Pour  qu'il  y  ait  deux  solutions  distinctes,  il 
faut  et  il  sufût  que  b,  tout  en  surpassant  c,  soit  inférieur 
àcy/3.  Si  b  =  c  y/3,  les  deux  valeurs  de  a2  sont  égales  et  il  n'y 
a  plus  qu'une  solution.  11  n'y  en  aurait  plus  aucune  si  l'on 
avait  b  >  c  /3. 

Ces  résultats  concordent  avec  ceux  que  nous  avait  fournis  la 
discussion  de  la  formule  qui  donne  A. 

Remakque.  —  Les  deux  valeurs  de  a2  données  par  l'équation 
bicarrée  qu'on  vient  de  discuter,  ont  pour  somme  |  (èa  H- c2) . 
Gomme  elles  sont  positives  pourvu  qu'elles  soient  réelles,  cha- 
cune d'elles  est  inférieure  à  ±(b2-i-c2),  de  sorte  que  les  valeurs 
correspondantesde  cosA  sont  positives. Il  enrésultequelesdeux 
angles  A  qui  correspondent  à  ces  deux  valeurs  de  a2  sont  aigus. 

268.  Problème.  —  Calculer  les  angles  d'un  quadrilatère  ins- 
criptible  connaissant  les  quatre  côtés. 
Soit  ABGD  (fig.  74)  un  quadrilatère  inscriptible  dans  un  cer- 
cle; supposons  les  côtés  AB,  BG, 
CD,  DA  connus  et  mesurés  res- 
pectivement par  les  nombres  a, 
b,  c  et  d.  Proposons-nous  de 
trouver  l'angle  A.  Traçons  la  dia- 
gonale BD  ;  les  triangles  BCD, 
BAD  donnent 

BD2  =  b2  +  c2  —  26c  cos  G 
Fig  74  =  a2  -h  d2  —  2ae£  cos  A. 

(*)  On  peut  arriver  pics    rapidement  à  celte  condition  en  remarquant  que  dans   l'hy- 
pothèse   ô>  c,   la  condition  de  réalité  peut  s'écrire    b*  +  c*^>  2  (4*  —  c*). 
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Mais  les  angles  Cet  A  élant  supplémentaires,   cosG  =  — cosA. 
L'équation  précédente  peut  donc  s'écrire 

b2  4-  c2  -+-  26c  cos  A  =  a2  4-  d2  —  2ad  cos  A, 
ou  bien 

a2  X  d2  -  b2  —  c2 

COS  A   = ; —. • 

2ad  4-  26c 
Cette  formule  résout  la  question,  mais  n'est  pas  calculable 
par  logarilbmes.  Formons,  comme  dans  le  quatrième  cas  des 
triangles,    1  4-  cos  A  et  1  —  cos  A.   Nous  obtenons  successive- 
ment 

_  2ad  +  vbc-ha*-hd2  —  b2 -c2  _(a-hd)2  —  (6-c)' 
1  -f-  cos  A  _  2atf  4-  26c  ~        2ad  +  "Ibc       ' 

[a  —  6-f-c4-d)(a4-6  —  c  +  d) 

2  cos2iA  =  v Q     '  \. •• 

Zad  +  Zbc 

Posons 

a  -+-  b  -+-  f-f-  d  =  2p, 

d'où  résulte 

—  a-hb-hc-\-d  =  2(p  —  a), 

a  —  b-hc-hd  =  %(p  —  b), 

a  -h  b  —  c  4-  d  =  2  (/;  —  c), 

a -h  A  +  c  —  d  =  2  (p  —  d). 

La  valeur  de  2  cos2 ■£■  A  deviendra 

2cosHA  =  4(p-*1(P-C), 

2arf  4-  26c 

d'où  l'on  déduit,  en  rejetant  le  signe  —  devant  le  radical, 
cosTA_y      arfH_6c 

On  trouve  de  même 

c2ad-}-2bc  -a2  — rf24-624-c2       (64-c)8—  (a  —  d)2 


2ad4-26c  2ad4-26c 

-,    -..a       (—  a+b  +  c+d)  («4-6-+-C  —  d)     4(p  — a)(p  — d, 


1  —  cos  A  = 

~         '  2a/ -h  26c  2ad4-26c 

et  par  suite,  en  ne  prenant  que  la  valeur  aritbmétique  du 

radical,   ,  


sinxA  _  .  ttP^-  a)  (P  -  d) 
«n,A_y        ad  +  bc 
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En  divisant  membre  à  membre  les   formules  établies,  on 
trouve 


lgl  A~\   (p-b)(p 


formule  calculable  par  logarithmes.  La  tangente  de  1G  est  l'in- 
verse de  la  précédente. 
On  obtient  de  même 


DI *  -\  (p  —  c)(p—  d)> 


(p  —  c)(p  —  d) 
la  tangente  de  -J-D    a  une  valeur  inverse. 

Discussion.  —  Si  le  quadrilatère  existe,  il  est  certain  que  les 
valeurs  de  ses  angles  sont  données  par  les  formules  qu'on  vienl 
d'établir.  Mais  proposons-nous  de  trouver  quelles  conditions 
doivent  remplir  quatre  nombres  positifs  donnés  a,  6,  c,  d  pour 
qu'on  puisse  construire  un  quadrilatère  inscriptible  ayant poui 
côtés  les  longueurs  mesurées  par  ces  nombres. 

Il  faut  pour  cela  et  il  suffit  que  l'angle  iA  donné  par  l'une 
quelconque  des  trois  formules  établies  existe,  et  qu'il  ne  soit 
pas  nul  ni  droit  :  car  alors  l'angle  A  sera  positif  et  inférieur  à 
180°,  et  en  prenant  pour  valeur  de  BD  la  racine  carrée  arith- 
métique de  l'une  ou  l'autre  des  quantités  égales 

b%  4-c'-j-2ôc  cos  A  et  a2  4-  d2  —  %ad  cos  A , 

il  existera  (238  et  239)  deux  triangles  ayant  BD  pour  côté  com- 
mun, a,  b,  c,  d  pour  autres  côtés,  A  et  180° —  A  pour  angles 
opposés  au  côté  commun.  Le  quadrilatère  formé  de  ces  deux 
triangles  est  inscriptible,  pourvu  que  les  triangles  soient  placés 
de  part  et  d'autre  de  leur  côté  commun. 

Il  nous  suffit  donc  de  chercher  les  conditions  d'existence  de 
l'angle  |A. 

Si  l'on  part  de  la  formule 

C0SiA  =  veB, 

V         ad-hbc 
on  voit  d'abord  que  la  quantité  soumise  au  radical  doit  être  po- 
sitive. Le  dénominateur  est  certainement  positif;  les  deux  fac- 
teurs du  numérateur  ne  peuvent  être  négatifs  ;  car  alors  leur 
somme 
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2/?  —  6  —  c  ou  bien  a  -+-  d 

serait  négative,  contrairement  à  l'hypothèse.  On  doit  donc  avoir 
p  —  6>0  et  p  —  c>0. 

La  première  condition  peut  s'écrire 

2p  —  26  >0  ou  bien  a -h  6  +  c  -+-  d  —  26  >  0, 

ou  enfln 

6  <  a  -+-  c  -+-  d. 
La  seconde  équivaut  à 

c  <  a  -+-  b  -+-  d. 
Il  faut  en  outre  que  la  quantité  soumise  au  radical  soit  infé- 
rieure à  i,  et  pour  cela  que  l'on  ait 

(p  —  b)  (p  —  c)  <  ad-hbc, 
inégalité  qui  peut  s'écrire  successivement 

2  p  —  b) .  2(p  —  c)  <  Aad  -+■  46c , 

(a—  6  +  c  +  fl!)(a  +  J-  e  +  rf)<  4ad  -+-  46c , 

(a  -4-  c?)2  —  (6  —  c)s  <  4ad  4-  46c , 

(a  H-  6  -h  c  —  d)  (a  —  b  —  c  —  d)  <  0 . 
Le  premier  facteur  surpasse  le  second  de  la  quantité  positive 
26  H- 2c;   il  faut  donc  que  ce  facteur  soit  positif  et  le  second 
négatif,  ce  qui  donne  les  deux  conditions 

d  <  a-hb-hc ,  a<6-t-c-+-d. 

En  résumé,  il  faut  et  il  suffit  que  chacun  des  nombres  donnés 
soit  plus  petit  que  la  somme  des  trois  autres. 

Géométriquement,  la  nécessité  de  cette  condition  est  évi- 
dente ;  mais  il  n'était  pas  évident  qu'elle  suffît. 

Nous  ne  répéterons  pas  le  calcul  en  partant  de  la  valeur  de 
sin  £A.  Il  est  clair  qu'il  est  analogue  au  précédent  et  conduit  à 
la  même  conclusion. 

Enfin,  si  l'on  part  de  la  valeur  de  tgiA,  il  suffit  d'écrire 
que  la  quantité  soumise  au  radical  est  positive.  Comme  deux 
des  binômes  p—a,  p  —  b,  p  —  c,  p  —  d  ne  peuvent  être  néga- 
tifs simultanément,  il  faut  que  tous  quatre  soient  positifs.  Op. 
est  donc  encore  conduit  à  la  conclusion  énoncée  plus  haut. 
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269.  Aire  d'un  quadrilatère  inscriptible  en  fonction  des 
côtés.  —  L'aire  du  quadrilatère  est  la  somme  des  aires  des 
triangles  ABD,  BCD.  En  l'appelant  s,  on  a 

s  =  ±ad  sin  A  4-i6c  sin  G, 
et,  puisque  sin  G  =  sin  A, 

s  =  \{ad+bc)  sin  A  =  (ad  +  bc)  cos-^-A  sin  \k. 
Remplaçons   cos-J-A  et  sin^A  par  leurs  valeurs;  nous  trou- 
vons   

s  =  (ad^bc)s/{P-a) 
c'est-à-dire 


(ad-hbc) 


s  =  AP  —  a)  <P  —  b)  (p  —  c)  [p  —  d). 

270.  Angles  des  diagonales  d'un  quadrilatère  inscriptible. 
—  L'angle  w  formé  par  les  diagonales  du  quadrilatère  inscrit 
ABGD  (fig.  75)  a  même  mesure  qiio  la  demi-somme  des  arcs 

BG,  AD  compris  entre  ses  côtés 
ei  leurs  prolongements.  Pre- 
nons l'arc  CD' égal  à  l'arc  AD, 
et  traçons  D'A.  L'angle  BAD' 
du  quadrilatère  inscrit  ABCD' 
a  même  mesure  que  la  demi- 
somme   des  arcs  BC  et  CD'. 
Donc  cet  angle  est  égal  à  w. 
Or,  la  corde  CD'  est  égale  à  la 
corde  AD  puisque  ces  cordes 
sous-tendent  des  arcs  égaux  ; 
on  a  de  même  AD'  =  CD.  On  connaît  donc  les  quatre  côtés  du 
quadrilatère  ABCD';  en  tournant  dans  l'ordre  alphabétique  à 
partir  de  A,  ce  sont  a,  b,  d  et  c.  Il  en  résulte 

t;r,u-v/(p-fl)(P-c) 
1£>W-  V(p-6)(p-d) 

271.  Longueurs  des  diagonales  en  fonction  des  côtés.  — 
Éliminons  cos  A  entre  les  deux  valeurs  de  BD    : 

BD8  =  aa  4-  d2  —  2ad  cos  A, 
BD2  =  6»  -t- c9 -4- 2ôc  cos  A; 


Fig.  75 
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nous  obtenons 

(ad  -+-  bc)  BD*  =  ab*d  ■+-  ac*d  ■+-  a*bc  -+-  bcd*. 
Le  second  membre  peut  s'écrire 

ab  (bd  -+-  ac)  ■+■  cd  (bd  ■+-  ac), 
ou  bien 

(ab-+-cd)  (bd-hac). 
Il  en  résulte 

—  2       (ab  ■+■  cd)  (ac  -h  bd) 
BD    = j 7 • 

ad  -+-  bc 

On  aurait  de  la  même  manière 

—  2  _  (ad-\- bc)(ac-\-bdj 

ab-hcd 

En  faisant  le  produit  membre  à  membre  de  ces  deux  égali- 
tés, puis  extrayant  les  racines  carrées,  on  a 

BD  X  AC  =  ac  ■+■  bd, 

relation  qui  traduit  le  théorème  de  géométrie  connu  sous  le 
nom  de  Théorème  de  Ptolémée. 

On  pourrait  aussi  calculer  le  rapport  des  diagonales  à  l'aide 
des  formules  qui  précèdent. 

272.  Rayon  du  cercle  circonscrit.  —  Soit  R  le  rayon  du  cer- 
cle circonscrit  ;  on  sait  que 

2R  =  -g°.=       ,     ^ 

sin  A       2  sin|A  cos^A 

Remplaçons  BD,   sinj-A    et   cos|A  par  leurs  valeurs  ;  nous 
avons 


ou    _  t  /[ab-j-cdj  (ac-\-bd)  ad  -+-  bc 

'V  ad-\-bc  2  slip  —  a)(p  —  b){p  —  c)(p  —  d) 

d'où  l'on  tire 

</(ab-{-cd)  (ac-hbd)  (ad-\-bc) 
R  =  —  ■,  • 

4/lp  — a)  (p—b)  [p  —  c)  (p  —  d) 
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§  3.  —  Problèmes  sur  le  levé  des  plans. 


273.  Problème.  —  Trouver  la  distance  d'un  point  accessible àun 
point  inaccessible.  —  Soit  A  (fig.  76)  le  point  accessible  et  M  le 
point  inaccessible.  Traçons  sur  le  terrain  par  A  une  droite 

quelconque  AB  appelée  base. 
que  nous  mesurerons  ;  soit  a 
sa  longueur.  Mesuronsensuite, 
avec  un  instrument  comme  le 
graphomètre  destiné  à  cette 
opération,  les  angles  en  A  et 
B  du  triangle  MAB.  Ce  triangle 
est  alors  déterminé,  puisqu'on 
connaît  un  côté  et  deux  an- 
gles ;  c'est  le  premier  cas.  La  résolution  de  ce  triangle  donne 
la  longueur  demandée  AM. 

Il  va  de  soi  que  les  angles  doivent  être  mesurés  dans  leur 
plan,  et  non  ramenés  à  l'horizon,  comme  quand  il  s'agit  de 
construire  la  projection  horizontale  d'un  terrain.  Les  instru- 
ments destinés  à  mesurer  les  angles  sont  montés  de  façon  qu'on 
puisse  mesurer  un  angle  dans  son  plan  quel  qu'il  soit,  alors 
même  qu'il  serait  vertical. 


Kig.  76 


274.  Problème. 
M 


Fig.  77 


Trouver  la  distance  qui  sépare  deux  points 
inaccessibles.  —  Soient  M  et  N 
(fig.  77)  les  deux  points  inac- 
cessibles dont  on  veut  trouver 
la  distance.  On  mesure  une 
base  quelconque  AB  et  l'on  se 
sert  de  cette  base  pour  mesu- 
rer les  distances  AM,  AN  ;  il 
Tant  pour  cela  résoudre  deux 
fois  le  problème  précédent  ; 


on  aura  donc  à  mesurer  quatre  angles  qui  sont  les  angles  en 
A  et  B  des  triangles  MAB,  NAB. 
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Un  mesure  ensuite  directement  l'angle  MAN  ;  ce  cinquième 
angle  est  égal  à  la  différence  de  deux  angles  déjà  connus  dans 
le  cas  où  les  quatre  points  A,  B,  M,  N  sont  dans  un  plan.  On 
connaît  alors  dans  le  triangle  MAN  deux  côtés  AM,  AN  et  l'angle 
compris  ;  on  en  déduit  le  troisième  côté  MN. 

En  résumé,  ce  problème  est  ramené  à  la  résolution  de  trois 
triangles. 

275.  Problème.  —  Mesurer  une  hauteur.  —Soit  MN  (fig.  78)  la 
hauteur  ou  distance  verticale  à  mesurer.  Si  le  pied  M  de  cette 

hauteur  est  accessible, 
et  si  en  outre  on  peut 
mesurer,  à  partir  de  M, 
une  base  MA  horizontale, 
il  suffira  de  placer  le 
centre  du  graphomètre 
en  A'  sur  la  verticale  du 
point  A,  et  de  mesurer 
l'angle  NA'M'  dont  un 
côté  A'M'  est  horizontal, 
pour  avoir  les  deux  élé- 
ments nécessaires  à  la 
détermination  du  trian- 
gle rectangle  A'M'N.  La  résolution  de  ce  triangle  fait  connaître 
M'N  et  en  y  ajoutant  AA',  longueur  égale  à  MM',  on  a  la  hau- 
teur MN  demandée. 

Si  les  deux  conditions  indiquées  plus  haut  ne  sont  pas  rem- 
plies, on  calcule  la  distance  des  points  A'  et  N  à  l'aide  d'une 
base  A'B  qu'on  choisit  arbitrairement  ;  c'est  le  problème  du 
n°  273.  On  mesure  ensuite  comme  précédemment  l'angle  A' du 
triangle  NA'M',  et  en  résolvant  ce  triangle  dans  lequel  on  con- 
naît l'hypoténuse  et  un  angle,  on  obtient  M'N  distance  verticale 
du  point  N  au-dessus  du  plan  horizontal  qui  passe  par  le  centre 
du  graphomètre.  On  y  ajoute  A'A  si  l'on  veut  avoir  la  distance 
du  point  N  au  plan  horizontal  du  point  A. 

276.  Problème.  —  Mesurer  le  rayon  d'un  bassin  circulaire  ou 
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Fig.  70 


d'une  tour  inaccessible.  —  Après  avoir  mesuré  une  base  AB  dans 
le  plan  du  bassin,  on  mesure  les  angles  deAB  avec  les  tangentes 

menées  de  A  au  cercle  qui  limite 
le   bassin  ;    la    moyenne    arith- 
métique de  ces  angles  est  l'an- 
gle BAC  que  fait  la  base  avec  la 
droite  AG  qui  joint  le  point  A  au 
centre  G  du  bassin.  On  mesure 
de  même   l'angle   GBA.   La   ré- 
solution  du   triangle  ABC  dans 
lequel   on   connaît   un    côté    et 
deux  angles  permet  de  trouver  la 
longueur  AG.  Alors,  dans  le  triangle  rectangle  AHG,  on  connaît 
l'hypoténuse  AG  et  l'angle  CAH,  demi-différence  des  deux  angles 
mesurés  tout  d'abord.  On  en  déduit  le  rayon  GH. 

277.  Problème.  —  Troispoints  A,  B,C(flg.  80)  étant  situés  sur  un 
terrain  horizontal  et  rapportés  sur  une  carte,  déterminer  sur  cette 

carte  le  point  P  du  terrain 
d'où  l'on  a  vu  sous  des 
angles  connus  *  et  fi  les  lon- 
gueurs CA,  GB  (*). 

La  queslion  peut  être  ré- 
solue géométriquement  de 
la  manière  suivante  :  on 
décrit  sur  GA  un  segment 
capable  de  l'angle  a  et  sur 
GB  un  segment  capable  de 
l'angle  (5.  Les  deux  cercles 
qu'on  a  tracés  ont  le  point 
G  commun  ;  ils  se  coupent 
donc  en  un  second  point  qui  est  le  point  demandé. 


Fig.  80 


(*)  Celle  question,  dite  problème  de  la  carte,  est  aussi  appelée  problème  des  écueils  ou 
des  marins,  parce  qu'elle  peut  servir  à  fixer  sur  une  carte  marine  la  position  d'un 
navire  en  vue  d'ane  côte  ou  de  trois  points  de  repère.  11  peut  alors  se  diriger  df 
manière  à  éviter  les  écueils  et  les  hautt-foods. 


LEVE  DES  PLANS 


285 


Fig.  81 


Le  problème  est  indéterminé  lorsque  les  cercles  se  confon- 
dent. 
Voici  une  seconde  construction  :  au  point   A  (fig.  81),  on 

élève  une  perpendicu- 
laire à  GA  jusqu'à  sa 
rencontre  en  D  avec  la 
demi-droite  CD  qui  fait 
avec  CA  un  angle  égal 
au  complément  de  a,  le 
sens  direct  pour  ce 
complément  étant  le 
sens  dans  lequel  tourne 
une  demi-droite  appliquée  sur  GA  pour  s'appliquer  sur  CB  en 
décrivant  un  angle  inférieur  à  2  droits  ;  on  élève  de  même  en 
B  la  perpendiculaire  à  CB  jusqu'à  sa  rencontre  en  E  avec  la 
<l°mi-droite  CE  qui  fait  avec  CB  unangle  égal  au  complément 
de  (i,  le  sens  direct  pour  ce  complément  étant  l'inverse  du 
précédent;  on  trace  DE  et  du  point  G  on  abaisse  la  perpendi- 
culaire CP  sur  DE  ;  on  a  ainsi  le  point  P  demandé.  La 
démonstration  est  très  simple. 

Si  l'on  avait  a  +  p  +  y  =  180°,  en  appelant  y  l'angle 
ACB,  la  construction  ne  serait  plus  applicable  parce  que  la 
droite  DE  serait  indéterminée  ou  bien  passeraitpar  le  point  C. 

Solution  trigonométrique.  —  Désigrons  par  x  l'angle  CAP 
et  par  y  l'angle  CBP  ;  on  connaît  la  somme  x -h  y  qui 
vaut     360°  — (a -h  P -4- y). 

Dans  les  triangles  AGP,  PCB  les  côtés  sont  proportionnels 
aux  sinus  des  angles  opposés  ;  on  a  donc,  en  appelant  a  et  6 les 
longueurs  CA  et  CB, 

sin  x       sin  a  CP  b 

~c~F  : 


et 


a  sin  y       sin  fï 

Faisons  le  produit  membre  à  membre  de  ces  relations 
sin  x       b  sin  x 


(I) 

sin  y       a  sin  & 

On  est  donc,  comme  dans  le  deuxième  cas  des  triangles, 
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ramené  à  un  problème  connu  (204)  :  Trouver  deux  angles  con- 
naissant leur  somme  et  le  rapport  de  leurs  sinus.  Appliquons  la 
solution  indiquée.  La  proportion  précédente  donne 

sin  x —  sin  y  ,.         tgi(# —  y)       b  sin  a  —  a  sin  0 

;— i     ou  bien     -2±) *{  —  — ^-S  . 

sin  x  -h  sin  y  ig±{x-+-y)       b  sin  a  -+-  a  sin  0 

Le  second  membre  n'étant  pas  calculable  par  logarithmes, 

il  faut  le  transformer.  Si  nous  divisons  ses  deux  termes  par 

b  sin  a,   et  si  nous  posons 

a  sin  0 

u  i—-^  =  {S  ?> 

v   '  6  sin  a  ' 

il  devient 

1  —  te  <o  ,  tg  45°  —  tg  <p 

S-1-»   ce  qu  on  peut  écrire    — 2_l   ou  lar(4o° — q>). 

1  +  tgcp  M         v  H-tg45°tgcp  5V  Y; 

On  a  alors 

tgi(x-y) 

tgi(a?  +  y)         6V  ^' 

ou  bien 

(III)  tg+(a?  — y)  =  tg(4fi«— T)  tgi(ar  +  y), 

formule  qui  donne  pour  \{x  ~  y)  une  valeur  u>.  En  ajoutant 

et  retranchant  membre  à.  membre  les  deux  équations 

i{x  +  y)  =  180°  — i(«4-PH-Y), 

iC^^-y)  =  w- 

on  obtient  les  valeurs  de  x  et  j/  : 

r     a.  -   180°  —  i(a  +  ^-fy)  +  (1) 
IV) 

f    y  =  180°  —  i  (a -t- P -+- y)  —  ». 

Discussion.  —  Ce  n'est  pas  toujours  la  formule  (III)  qu'on 
emploie  dans  la  pratique  parce  qu'il  est  nécessaire  que  les 
facteurs  qui  entrent  dans  une  formule  à  calculer  par  loga- 
rithmes soient  positifs.  C'est  pourquoi  on  devra,  suivant  les 
cas,  remplacer  la  formule  111  par  l'une  des  trois  suivantes  : 

Av  lgi(y  — »)■=  tg(<p  —  45°)tgi(*  +  y)j 

B)  tg  i  (x  -  y)  =  tg  (<?  -  45°;  tg  |  (a  +  0  +  ^ 

C)  lgf(y  — *)  =  tg(45«  — ?)tgi(«H-?  +  YÎ 
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Il  y  a  toujours  une  de  ces  quatre  formules  et  une  seule  dans 
laquelle  les  deux  facteurs  du  second  membre  et  par  suite  le 
premier  membre  sont  positifs  ;  c'est  celte  formule  qu'il  faut 
employer. 

D'ailleurs  elle  donnera  toujours  pour  ±(x  —  y)  ou  i{y  —  x) 
une  valeur  inférieure  à  celle  de  i(*H-y)î  en  effet  l'angle  et 
donné  par  la  formule  II  est  positif  et  inférieur  à  90°.  Donc  celui 
des  angles  ©  —  45°  et  45°  —  ©'  qui  est  positif  est  plus  petit 
que  45°;  le  premier  fadeur  du  second  membre  est  donc  toujours 
plus  petit  que   1. 

En  outre  si  l'on  doit  se  servir  de  la  formule  III  ou  de  la  for- 
mule (A),  on  voit  immédiatement  que  i(x—y)  ou  i(y  —  x) 
est  inférieur  à  i  Si  (  x-\-  y),  c'est  l'une  des  formules  (B)  ou  (G) 
qu'il  faut  utiliser,  cela  est  vrai  à  plus  forte  raison  puisque 
l'angle  \(x  -+-  y)  est  alors  obtus.  Donc  les  angles  x  et  y  sont 
positifs. 

Ils  sont  inférieurs  à  180°  parce  que  |  [x  —  y)  et  ±  (y  —  x) 
élant  inférieurs  à  i(a  -P-^H-  y)»  la  valeur  du  plus  grand  des 
angles  a;  et  y  (IV;  s'obtient  en  retranchant  de  180°  un  angle- 
plus  grand  que  celui  qu'on  ajoute. 

En  résumé,  sauf  dans  le  cas  d'indétermination  quiseprésente 
lorsque  la  somme  des  angles  connus  est  180°,  le  problème 
admet  toujours  une  solution  et  une  seule. 


EXERCICES    SUR    LE    CHAPITRE    X 

1.  On  considère  un  triangle  ABC,  les  trois  hauteurs  AA',  BB',  CC', 
qui  rencontrent  le  cercle  circonscrit  aux  points  A*,  B",  C,  et  l'on 
demande  : 

1°  D'exprimer  les  longueurs  AA',  BB',  CC,  AA",  BB",  CC"  en  fonc- 
tion des  angles  A,  B,  C  du  triangle  ABC,  et  du  rayon  R  du  cercle 
circonscrit  ; 

„    _  AA"       BB"       GC" 

2°  De  montrer  que  la  somme      ——7  -f-  -=-rr-  +  — ^       est  une  cons- 

ÀA         BB         Lti 

tante. 

(Saint-Cyr,  1887). 
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2.  En  appelant  I),  E,  F  les  points  de  contact  des  côtés  d'un  trian- 
gle ABC  avec  le  cercle  inscrit,  prouver  que  le  rapport  de  l'aire  du 
triangle  DEF  à  celle  du  triangle  ABC  a  pour  valeur 

-2  sini-A  sin-i-B  sin-i-C. 

3.  Soient  A',  B',  C  les  angles  sous  lesquels  on  voit  du  centre  du 
cercle  inscrit  dans  un  triangle  les  côtés  de  ce  triangle.  Démontrer 
la  relation 

sin  A  +  sin  B  +  sin  C  =  4  sin  A'  sin  B'  sin  C. 

{Saint-Cyr,  Examen  oral.) 

4.  En  désignant  par  r  le  rayon  du  cercle  inscrit  dans  un  triangle, 
par  r',  r",  r"  los  rayons  des  cercles  exinscrits  et  par  R  le  rayon  du 
cercle  circonscrit,  démontrer  les  relations 

7  =  7+7  +  ^'  R  =|;('  +  >-"  +  >*"-r), 

r  =  4R  sin-i-A  sin-i-B  sin|C. 

5.  Si,  en  outre,  p  désigne  le  demi-périmètre  et  s  l'aire  du  trian- 
gle, démontrer  qu'on  a 

s=p*tëi\  tgiB  tgiC, 
s  =  r2  cotg-i-A  cotg-i-B  cotg-i-C, 

s  =  r'2  cotg-i-A  tg-i-B  tg-i-C,  (r'  est  le  rayon  du  cercle 
exiuscrit  situé  dans  l'angle  A) 

s  =  2R2  sin  A  sin  B  sin  C, 

s  =  \JrtJr"r"  z=  rr'  cotgiA  =  r"r'"  tg|A. 

6.  Soit  h  la  hauteur  qui  tombe  sur  le  côté  a  ;  démontrer  qu'on  a 

h  sin-i-A  =  2rcos-i-B  cos|C. 
h  sin-i-A  =  2/  sin|B  sin|C. 
h  tg-i-B  tgi-C  =  h—2r. 
h  cotg-i-B  cotg|C  =  h  +  2r'. 

7.  Soit  a  le  plus  petit  angle  positif  (le  sens  direct  étant  ABC)  que 
doit  décrire  une  demi-droite  d'abord  appliquée  sur  la  bissectrice  de 
l'angle  A  d'un  triangle,  pour  s'appliquer  sur  la  médiane  qui  part  du 
sommet  A.  Démontrer  la  formule 

tga  =  tgX(B-C)  tgHA. 

8.  Prouver  que  si  l'angle  a  qui  précède,  augmenté  de  4o°,  donne 
une  somme  égale  à  l'angle  B,  le  triangle  est  rectangle. 
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9.  Prouver  qu'un  triangle  est  rectangle  quand  on  a  l'une  des  rela- 
tions qui  suivent  : 

s=p(p-a);  r"  =  r  +  r"  +  r"  ;  tg±B  =  — — . 

a-\-  c 

10.  Vériûer  les  formules 

a  cos  A  -f-  b  cos  B  -f-  c  cos  C  =  4R  sin  A  sin  B  sin  C. 
a  co'g  A  -f  b  cotg  B  +  c  cotg  C  =  2  (R  +r). 

11.  Parles  sommets  B  et  C  d'un  triangle  ABC  on  mène  des  droites 
respectivement  perpendiculaires  aux  côtés  BA,  CA  ;  prouver  que  le 
rayon  du  cercle  inscrit  dans  le  triangle  qu'elles  forment  avec  le  côté 
RC  a  pour  valeur  la  valeur  absolue  de  l'expression 

a 


tg  B  +  secB  +  tgC  +  secC 
Rendre  cette  expression  calculable  par  logarithmes. 

12.  Résoudre  un  triangle  rectangle  connaissant: 

i°  le  périmètre  et  la  hauteur  qui  tombe  sur  l'hypoténuse  ; 

2°  l'hypoténuse  et  la  longueur  de  la  bissectrice  de  l'angle  droit; 

3°  la  hauteur  qui  tombe  sur  l'hypoténuse  et  le  rayon  de  l'un  des 
cercles  exinscrits  (deux  cas); 

4°  les  sommes  qu'on  obtient  en  ajoutant  l'hypoténuse  à  chacun 
des  côtés  de  l'angle  droit; 

o°  l'hypoténuse  et  le  produit  des  bissectrices  des  angles  aigus. 

13.  En  conservant  les  notations  habituelles  et  en  appelant  h  la 
hauteur  qui  tombe  sur  le  côté  a  d'un  triangle  quelconque,  résoudre 
ce  triangle  connaissant: 


1° 

a,  A 

et 

h  —  c  ; 

G° 

A,  h,  bc  ; 

2° 
3° 

A,  B 
a,  h 

et 

et 

h; 

b  +  c; 

7° 

b 
A,  h,  -  ; 

4° 

a,  h 

et 

b  —  c  ; 

8° 

a,  h,  B  — C. 

A,  h 

et 

b  +  c; 

14. 

Résoud 

re  un  triani 

:1e 

connaissant 

un 

angle  et  deux  hauteurs 

deux 

cas). 

15.  Résoudre  un  triangle  connaissant  les  trois  hauteurs. 

16.  Résoudre  un  triangle  connaissant  les  angles  et  la  somme  des 
inverses  des  hauteurs. 

17.  Résoudre  un  triangle  connaissant  un  angle,  le  périmètre  et  la 
surface. 

SBNON.   —    TRIGO.N.  19 
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18.  Résoudre  un  triangle  connaissant  un  angle  et  les  deux  sommes 
qu'on  obtient  en  ajoutant  à  chacun  des  côtés  qui  le  comprennent  le 
troisième  coté  du  triangle. 

19.  Résoudre  un  triangle  connaissant  un  angle,  la  hauteur  et  la 
médiane  qui  partent  du  sommet  de  cet  angle. 

20.  Résoudre  un  triangle  connaissant  un  angle,  le  rayon  du  cercle 
circonscrit  et  le  rayon  du  cercle  inscrit. 

21.  Résoudre  un  triangk  connaissant  les  rayons  des  trois  cercles 
exinscrits. 

22.  Résoudre  un  triangle  connaissant  un  angle,  le  côté  opposé  et 
la  somme  des  carrés  des  deux  autres  côtés. 

23.  Résoudre  un  triangle  connaissant  les  angles  et  le  volume*  qu'il 
eneendre  en  tournant  autour  d'un  de  ses  côtés. 

24.  Résoudre  un  quadrilatère  inscriptihle  connaissant  les  diago- 
nales et  deux  côtés  opposés. 

25.  Résoudre  un  quadrilatère  inscriptihle  et  en  même  temps  cir- 
conscriptible  connaissant  les  angles  et  le  périmètre. 

26.  Résoudre  un  trapèze  isocèle  connaissant  le  périmètre,  la  lon- 
gueur commune  des  diagonales  et  leur  angle. 

27.  Résoudre  un  trapèze  isocèle  connaissant  le  rayon  du  cercle 
circonscrit,  le  périmètre  et  un  angle. 

28.  Résoudre  un  trapèze  quelconque  connaissant  : 
1°  les  deux  bases  et  les  deux  diagonales  ; 

2°  les  angles  et  les  deux  diagonales. 

29.  Résoudre  un  quadrilatère  quelconque  connaissant  les  côtés  et 
la  surface. 

30.  Résoudre  un  quadrilatère  connaissant  les  angles  et  les  lon- 
gueurs des  diagonales. 

Problèmes  donnés  au  Concours  général 

Dans  un  quadrilatère  dont  deux  angles  opposés  sont  droits,  étant 
donnés  les  deux  côtés  qui  comprennent  l'un  des  deux  autres  angles, 
ainsi  que  cet  angle,  trouver  les  deux  autres  côtés  et  les  deux  diago- 
nales du  quadrilatère.  —  [1855.) 
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i°  On  donne  une  droite  indéfinie  AB  et  une  droite  PQ  perpendi- 
culaire k  AB,  terminée  aux  points  P  et  Q  situés  du  même  côte  île  AB  ; 
connaissant  les  distances  des  points  P  et  Q  au  point  0  où  PQ  pro- 
longé rencontre  AB,  calculer  l'angle  sous  lequel  PQ  est  vu  d'un  point 
donné  de  AB. 

2°  On  demande  de  déterminer  sur  la  droite  AB  un  point  tel  que 
PQ  soit  vu  de  ce  point  sous  un  angle  donné  ;  le  problème,  s'il  est 
possible,  a  au  moins  quatre  solutions. 

3o  II  y  a  exception  lorsque  l'angle  donné  est  l'angle  maximum 
sous  lequel  PQ  puisse  être  vu  d'un  point  de  AB.  Il  n'y  a  dans  ce  cas 
que  deux  solutions. 

4°  Trouver  la  valeur  de  l'angle  maximum  dont  on  vient  de  parler. 

5°  Donner  une  construction  géométrique  qui  détermine  le  point 

de  AB  duquel  la  ligne  donnée  est  vue  sous  l'angle  maximum. 

6°  Trouver  quelle  relation  doit  exister  entre  OP  et  OQ  pour  que 

it 
l'angle  maximum  soit  de  30°  ou  ».  —  {1859.) 

La  surface  d'un  triangle  ABC  est  égale  à  un  carré  donné.  Le  côté 
AB  est  égal  à  une  ligne  donnée  c  ;  la  différence  A  —  B  des  angles 
adjacents  est  égale  à  un  angle  positif  donné  a,  moindre  que  180°. 
On  propose  de  calculer  les  angles  A  et  B.  Le  problème  est-il  toujours 
possible,  et  admet-il  plusieurs  solutions  ?  —  (1860.) 

Démontrer  que,  dans  un  parallélépipède  circonscrit  à  une  spbère, 
chacune  des  trois  arêtes  est  proportionnelle  au  sinus  de  l'angle  des 
deux  autres.  —  (1861.) 

Étant  donnés  deux  points  fixes  A  et  B,  par  le  milieu  0  de  la  droite 
AB,  on  trace  une  droite  OP  faisant  avec  AB  un  angle  quelconque  <p 
et  une  droite  OP'  perpendiculaire  à  OP.  On  prend  sur  OP  et  sur  OP' 
deux  points  M  et  M'  tels  que  chacune  des  sommes  MA  +  MR, 
M'A  -+-  M'B  soit  égale  à  une  longueur  donnée  2a.  Puis  on  achève  le 
rectangle  OMM'N.  On  demande  à  quelle  valeur  de  l'angle  tp  répondent 
le  maximum  et  le  minimum  de  l'aire  du  rectangle.  —  (1861.) 

Résoudre  un  triangle  rectiligne,  connaissant  l'angle  C  et  les  som- 
mes c  +  a  ,  c  -f-  b  ,  formées  en  ajoutant  successivement  au  côté  c, 
opposé  à  l'angle  C,  chacun  des  deux  autres  côtés.  On  indiquera 
la  condition  de  possibilité  du  problème,  et  l'on  examinera  si  celui-ci 
est  susceptible  de  plusieurs  solutions.  Les  formules  devront  être  cal- 
culables par  logarithmes.  —  (1862.) 
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Un  triangle  ABC  étant  inscrit  dans  un  cercle  dont  le  rayon  est  pris 
pour  unité,  on  mène  par  le  sommet  de  chaque  angle  une  perpendi- 
culaire à  la  droite  qui  divise  cet  angle  en  deux  parties  égales.  On 
obtient  ainsi  trois  droites  qui  déterminent  un  deuxième  triangle  A'B'C, 
dont  les  côtés,  B'C,  A'C,  A'B'  passent  respectivement  par  les  trois 
sommets  A,  B,  G  du  premier  triangle.  Cela  posé,  on  demande  de 
résoudre  le  triangle  ABC,  sachant  : 

Que  dans  le  triangle  ABC,  le  rapport  du  côté  AB  à  la  somme  des 
deux  autres  est  égal  à  un  nombre  donné  X  ; 

Que  dans  le  triangle  A'B'C  le  rapport  du  côté  A'B'  à  la  somme  des 
deux  autres  est  égal  à  un  nombre  donné  f*. 

On  indiquera  les  conditions  auxquelles  doivent  satisfaire  les  nom- 
bres donnés  pour  que  le  problème  soit  possible;  on  achèvera  ensuite 

1  2 

les  calculs  en  supposant  X  =  ->  p.  =  -  •  —  {Î863.) 

i*  O 

Sur  l'un  des  côtés  OX  d'un  angle  droit,  on  porte  une  longueui 
arbitraire  OM,  et  on  prend  une  longueur  ON  qui  soit  à  OM  dans  le 
rapport  d'une  ligne  donnée  n  à  une  autre  ligne  donnée  m  ;  puis  on 
joint  les  points  M  et  N  à  un  point  fixe  A,  donné  sur  l'autre  côté  OY. 
On  demande  de  choisir  le  point  M  de  façon  que  MAN  soit  le  plus 
grand  possible.  —  (Î863.) 

On  donne  un  cercle  et  un  carré  circonscrit  ;  trouver  une  relation 
entre  les  tangentes  des  angles  sous  lesquels  les  deux  diagonales  du 
carré  sont  vues  d'un  point  de  la  circonférence  du  cercle.  —  (1864.) 

Étant  donné  un  triangle  ABC,  on  demande  de  mener  par  le  som- 
met C  une  droite  CD  telle  que  la  somme  des  projections  des  côtés  AC 
et  BC  sur  cette  droite  soit  égale  à  une  longueur  donnée.  On  discutera 
le  problème.  —  (1864). 

On  donne  un  angle  trièdre  à  deux  faces  égales  ;  on  demande  de  la 
couper  par  un  plan  de  telle  sorte  que  la  section  soit  égale  à  un  tri- 
angle équilatéral  donné.  —  (1865.) 

On  donne  une  circonférence  dont  le  centre  est  en  O,  et  un  point  P 
dans  son  intérieur.  Par  ce  point  on  mène  deux  cordes  rectangu- 
laires quelconques  APC,  BPD  ;  on  forme  le  quadrilatère  inscrit  ABCD 
en  joignant  les  extrémités  de  ces  cordes.  On  trace  ensuite  les  tan- 
gentes au  cercle  aux  points  A,  B,  G,  D  ;  les  points  de  rencontre  des 
tangentes  concourantes  forment  un  second  quadrilatère  A, Bj^D, . 
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Démontrer  que  ce  second  quadrilatère  est  inscriptible  dans  un 
cercle  dont  le  centre  est  sur  la  droite  PO. 

Exprimer,  au  moyen  du  rayon  du  cercle  0,  de  la  distance  OP  e\ 
de  l'angle  de  l'une  des  cordes  avec  OP  (de  l'angle  APO,  par  exemple), 
les  segments  des  cordes,  les  côtés  du  quadrilatère  inscrit,  les  seg- 
ments des  côtés  du  quadrilatère  circonscrit  et  les  sinus  des  angles 
de  ce  quadrilatère. 

Démontrer,  à  l'aide  des  relations  obtenues,  que  le  produit  des 
côtés  du  quadrilatère  inscrit,  la  distance  des  centres  des  deux  cercles 
et  le  rayon  du  second  cercle  demeurent  invariables,  lorsqu'on  fait 
tourner  les  cordes  autour  du  point  P.  —  [1870.) 

Un  ballon  a  été  observé  en  même  temps  de  trois  stations  situées 
dans  un  plan  horizontal  et  qui  sont  les  sommets  d'un  triangle  dont 
les  côtés  ont  des  longueurs  connues.  On  a  mesuré  les  angles  formés 
avec  le  plan  horizontal  par  les  rayons  visuels  dirigés  vers  le  ballon. 
Déterminer  la  hauteur  du  ballon  au-dessus  du  plan  qui  passe  par 
les  trois  stations. 

On  examinera  en  particulier  le  cas  où  les  stations  sont  les  som- 
mets d'un  triangle  équilatéral.  —  [1872.) 

Par  un  point  donné  dans  l'intérieur  d'un  cercle  donné,  tracer  deux 
cordes  qui  fassent  entre  elles  un  angle  donné  et  dont  le  produit 
soit  maximum  ou  minimum. 

On  examinera  aussi  le  cas  où  le  point  donné  serait  extérieur  au 
cercle  donné.  —  (1873.) 

D'un  point  0,  pris  dans  le  plan  d'un  cercle,  partent  quatre  droites 

qui  coupent  la  circonférence:  la  première  aux  points  a  et  a',  la 

deuxième  aux  points  b  et  b\  la  troisième  aux  points  c  et  c',  et  la 

quatrième  aux  points  d  et  d'.  Prouver  que  les  sinus  des  moitiés 

des  arcs  ac,  bd,  ad,  bc,  a'c',  b'd',  a'd',  b'c'  sont  liés  entre  eux  par 

1  .     1  ,  ,    .      1     ,  „    .     i    ,,  , 

sin  —  ac . sin  —  bd. sin  —  ad  .  sin  —  b  c 

la  relation  - - =  i.-(1880.) 

sin  —  bc .  sin  —  ad .  sin  —  b'd' .  sin  —  a'c 

Z  2»  Z  Z 

Soient  a  et  b  (a  étant  supposé  supérieur  ou  égal  à  b)  les  rayons 
de  deux  cercles  situés  dans  un  même  plan  et  soit  d  la  distance,  des 
centres  A  et  B  de  ces  cercles.  On  fait  mouvoir  une  portion  de 
droite  Pcp,  de  longueur  l,  de  façon  que  l'extrémité  P  reste   sur  la 
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circonférence  du  cercle  de  rayon  a  et  que  l'extrémité  ©  reste  sur 
la  circonférence  du  cercle  de  rayon  b. 

Soient  pour  une  position  de  la  droite  P©,  a  l'angle  PAB  et  â 
l'angle  ©BX,  HX  étant  le  prolongement  de  AB  au  delà  de  B,  dans 
le  sens  AB., 

Former  l'équation  qui  lie  les  angles  variables  a  et  $  aux  don- 
nées a,  b,  d,  l  et  déduire  de  cette  équation  les  limites  entre  les- 
quelles peut  varier  chacun  des  angles  a  et  p\ 

Discuter  le  problème  et  trouver,  réduites  au  plus  petit  nombre 
possible,  les  conditions  que  doivent  remplir  les  données: 

1°  Pour  que  chacun  des  points  P  et  ©  puisse  parcourir  toute  la 
circonférence  sur  laquelle  il  se  meut; 

2°  Pour  que  l'un  de  ces  deux  points  puisse  parcourir  toute  la 
circonférence  sur  laquelle  il  se  meut; 

3o  Pour  que  chacun  des  deux  points  ne  puisse  parcourir  qu'une 
portion  de  circonférence  ; 

4°  Pour  qu'une  droite  de  longueur  l  ne  puisse  être  placée  de 
façon  à  avoir  une  extrémité  sur  chacune  des  circonférences  don- 
nées. —  (1889.  Paris.) 

On  donne  un  losange  OACB;  par  le  sommet  C  on  mène  une 
droite  quelconque  qui  rencontre  la  droite  OA  en  un  point  D  et  la 
droite  OB  en  un  point  E.  On  mène  les  droites  AE,  BD,  et  on 
oétigne  par  la  lettre  M  leur  point  de  rencontre. 

1<<  Montrer  que,  quand  la  droite  DCE  tourne  autour  du  point  C, 
te  point  M  décrit  une  courbe  fermée  circonscrite  au  triangle  OAB, 
et  construire  la  tangente  au  point  A  et  la  tangente  au  point  B  à 
cette  courbe  ; 

2-  Scit  8  l'angle  donné  AOB,  soit  X  l'angle  variable  formé  par 
la  droite  mobile  CD,  prise  dans  le  sens  CD.  avec  la  droite  fixe  BC, 
prolongée  au  delà  du  point  C  dans  le  sens  BC.  On  suppose  d'a- 
Lcrd  X  compris  entre  0  et  180°  — 6,  et,  dans  ce  cas,  on  désigne 
par  a  l'angle  BAM  et  par  Jî  l'angle  ABM.  Former,  dans  ces  condi- 
tions, l'équation  qui  lie  les  angles  variables  a,  X  et  l'angle  0,  et 
l'équation  qui  lie  les  angles  JE,  À  et  0.  Indiquer,  dans  le  cas  où  X 
est  compris  entre  180°— 9  et  180°,  quelle  signification  il  faut 
donner  aux  lettres  a  et  ?  pour  que  les  équations  trouvées  dans  le 
cas  de  X  compris  entre  0°  et    180°  —  ô    .soient  encore  applicables. 

Former  l'équation  qui  lie  a,  (J  et  l'angle  donné  6,  quel  que 
soit  '/. 

Calculer,  en  fonction  de  fl,  les  valeurs  de  a  et  de  (J  qui  satisfont 
au  système  d'équations  composé  de  l'équation  entre  a,  [3  et  6 
trouvée  ci-dessus  et  de  l'équation  a  -+-  (i  =  0.  —  Cas  d'indéter- 
mination. —  Interprétation  géométrique.  —  (1890.  Paris.) 
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Problèmes  donnés  au  concours  d'Agrégation. 

On  donne  la  longueur  de  la  bissectrice  de  l'angle  A  d'un  triangle 
ABC  et  la  somme  des  deux  côtés  qui  comprennent  cet  angle.  Etu- 
dier la  variation  de  la  surface  du  triangle,  ainsi  que  les  variations 
de  l'angle  A  et  des  deux  côtés  A B  et  AG.  —  (1871.) 

Résoudre  un  triangle   connaissant  un  côté  a,  l'angle  opposé  A 
et  la  somme    »?2   cm   carré  de  la    hauteur  h    qui    correspond   au 
côté  a  et  du  carré  de  la  différence    b  —  c   des  deux  autres  côtés: 
h*  +  (6  —  c)8  =  m3].  —  (1875.) 

On  donne  le  côté  a  d'un  triangle  ABC,  la  somme/  des  deux  autres 
côtés,  la  somme  h?  des  carrés  des  bissectrices,  soit  des  angles  inté- 
rieurs adjacents  au  côté  a,  soit  des  angles  extérieurs  adjacents  au 
même  côté.  On  demande  de  calculer  les  deux  autres  côtés  b  et  c.  On 
examinera  le  cas  particulier  où  l  —  ka,  et,  dans  ce  cas,  on  discutera 
complètement  les  deux  problèmes,  en  laissant  a  fixe  et  en  faisant 
varier  k*.  —  (1880.) 

Résoudre  un  triangle  ABC  connaissant  le  côté  a,  l'angle  B,  la  dif- 
férence b  —  h  =  l  entre  le  côté  b  et  la  hauteur  h  issue  du  som- 
met A  ;  discuter.  —  Montrer  que  le  problème  peut  être  ramené  à  la 
recherche  des  points  où  le  côté  BA  rencontre  une  parabole  ayant  pour 
loyer  le  sommet  C  du  triangle,  ut.  pour  directrice  une  parallèle  au 
côté  BC.  Discuter  à  nouveau  le  problème  et  comparer  les  résultat; 
des  deux  discussions.  —  (1881.) 

Trouver  les  angles  d'un  quadrilatère  convexe  circonscrit  a  un 
cercle  de  rayon  donné  r  connaissant  trois  côtés  consécutifs  a,  fe,  c 
de  ce  quadrilatère.  Chercher  entre  quelles  limites  peut  varier  r  pour 
que  le  problème  soit  possible,  les  côtés  a,  6,  c  restant  constants.  On 
distinguera  deux  cas  :  celui  où  les  points  de  contact  des  côtés  du 
quadrilatère  avec  la  circonférence  sont  situés  sur  les  côtés  eux- 
mêmes,  et  celui  où  ces  points  de  contact  sont  sur  les  prolongements 
des  côtés.  -  (1884.) 

Soit  un  triangle  ABC;  soient  B'  et  C  les  points  de  rencontre  des 
côtés  AC  et  AB  avec  les  bissectrices  des  angles  B  et  C  du  triangle  ; 
soient  de  même  B"  et  C"  les  points  de  rencontre  des  mêmes  côtés 
avec  les  bissectrices  des  angles  extérieurs  au  triangle  et  qui  ont  B 
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et  C  pour  sommets:  1°  calculer  les  angles  B  et  C,  connaissant  le 
coté  a,  l'angle  opposé  A  et  le  produit  ma2  des  longueurs  BB\  CC  de 
bisseclrices  intérieures  ;  2°  résoudre  la  même  question  en  supposant 
que  ma2  est  le  produit  des  longueurs  BB",  CC"  des  bissectrices  exté- 
rieures ;  discuter  les  deux  problèmes,  et  pour  le  second,  indiquer, 
dans  les  différents  cas  qui  peuvent  se  présenter,  les  positions  des 
points  B"  et  G*  par  rapport  au  côté  BG.  —  (18S5.) 

On  donne  deux  cercles  S  et  2  ayant  pour  centres  les  points  0 
et  y,  et  pour  rayons  r  et  p;  le  cercle  S  est  supposé  intérieur  au 
cercle  2,  et  le  point  u  intérieur  au  cercle  S. 

i°  Démontrer  que  tous  les  cercles  r  tangents  extérieurement  au 
cercle  S  et  orthogonaux  au  cercle  S  touchent  un  troisième  cercle 
fixe. 

2»  Un  prend  une  droite  DD'  perpendiculaire  à  la  ligne  des  cen- 
tres ojQ,  et  un  point  P  sur  cette  ligne  des  centres.  Soient  wA,uB 
les  tangentes  menées  du  point  w  à  l'un  des  cercles  r,  A'  et  B'  les 
points  d'intersection  de  la  droite  OD'  avec  les  bissectrices  des  angles 
AuO  et  BwO;  démontrer  que  les  points  A'  et  B'  forment  une  divi- 
sion homographique  quand  le  cercle  r  varie. 

3°  Étudier  les  variations  de  l'angle  A'PB'. 

4°  Soient  Vi,  r%,  F3,. . .,  £"„  une  suite  de  cercles  r  orthogonaux 
au  cercle  S,  le  premier  aux  points  Ai  et  A2,  le  secoml  aux  points 
A2  et  A3,  le  troisième  aux  points  A,t  et  At,  ...,  le  n"  aux  points 
A„  et  A;j+i  ;  démontrer  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  le  point  An+i  coïncide  avec  le  point  Ai  est  que  l'on 
puisse  satisfaire  à  une  relation  de  la  forme 

tg  T  =  ^vV  +  ^-^-^y', 
le  nombre  k  étant  entier,  et  d  désignant  la  distance  u>0.  —  {1887.) 


NOTE    I 

SUR    LA    FORMULE    DE    MOIVRE 


Théorème.  —  Le  produit  d'un  nombre  quelconque  d'imaginaires 
le  la  forme  o  (cos  a  +  i  sin  a)  est  une  imaginaire  de  la  même  forme 
ayant  pour  module  le  produit  des  modules,  et  pour  argument  la 
somme  des  arguments  des  imaginaires  considérées. 

Soient  d'abord  deux  imaginaires  seulement 

z  =  o  (cos  a  +  i  sin  a)  et  z'  =  p'  (cos  a'  +  *  sin  a'). 

Faisons  leur  produit  en  appliquant  la  règle  de  la  multiplication 
algébrique  et  en  remplaçant  par  —  1  le  carré  du  symbole  ».  Nous 
obtenons 

zz  —  p/  [cos  a  cos  aï  —  sin  a  sin  a'  +  l  (sm  «  cos  *'  +  cos  «  sin  a')], 
c'est-à-dire 

zz'  =  pp'  [cos  "(a  +  a)  +  i  sin  (a  +  3.')]. 

Le  théorème  est  donc  démontré  pour  deux  facteurs. 

Admettons-le  un  instant  pour    m — 1    facteurs  imaginaires  *,, 

:2,  sm-i,    ayant  pour  modules    p^pj, pm  —  1,    et  pour 

arguments  aj,  aj,  «m  — 1.  Ainsi,  par  hypothèse, 

»,53. .. zm_i  —  ptfz-.  .  pw_i[cos  (aj-f. ..+  «m_i)  +  ï'sin(a,  +  .'..+  <xm_i)]. 

Considérons  un  mième  facteur 

zm  =  ?m  (COS  aOT  +  i  sin  am). 

Si  nous  appliquons  aux  deux  facteurs  (s^ ...  ■sTO_J)  et  sm 
la  propriété  établie,  nous  voyons  d'abord  que  le  produit  sera  une 
imaginaire  de  même  forme  que  chacun  d'eux  ;  de  plus  le  module 
de  ce  produit  sera  le  produit  des  deux  modules  (p1pi  ■  •  ■  ?m—i)  et  ow, 
c'est-à-dire  le  produit  des  modules  des  m  imaginaires  consi- 
dérées.   Enfin  l'argument    sera   la    somme    des    deux    arguments 
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(a, -f- «a  + +a«i--i)  et  a™,  c'est-à-dire  la  somme  des  arguments 

des  ?»  imaginaires   ~,,    -2 zm.   La  propriété  est  donc  vraie  pour 

toute  valeur  du  nombre  entier  m. 

Formule  de  Moivre.  —  Supposons  les  m  facteurs  précédents 
égaux  entre  eux.  Leur  produit  sera  la  m,eme  puissance  de  chacun 
d'eux  ;  l'argument  de  ce  produit,  étant  la  somme  de  tous  les  argu- 
ments, vaudra  m  fois  l'un  quelconque  d'entre  eux.  On  aura  donc,  en 
appelant  a  cet  argument  commun, 

pm  (cos  a  +  i  sin  a)m  =  pm  (COS  ma  -+-  *  sin  ma). 

Si  l'on  supprime  le  facteur  commun  pm,  on  a  la  relation  connue 
sous  le  nom  de  formule  de  Moivre. 

Application  ad  problème  de  la  multiplication  des  arcs.  —  Déve- 
loppons par  la  formule  du  binôme  l'expression  (cosa  +  i  sin«)m  ; 
nous  obtenons 

m                             m[m — 1)  ...  „ 

(cosa  +  t  sina)m  =  cosm«+  —  ï'sinacosm— la-\ r-= — issin2«cosni_''a 

■  m{m-l)...(m-p+\)  m  .   m 

H 1 — j t^snracos      '  ct-\ \-i    sin    a. 

Séparons  les  parties  réelles  des  parties  imaginaires  ;  le   second 

membre  s'écrira 

m(m— 1)  ,     .   .        m(m— \){m— 2) (m— 3)       _  - .     .   , 

cos^a -r-r— ^cosm-2asin»a  +  — - ,    a  „    " -cos™-  4asin*a 

1.2  I.4.J.* 

(m  m  (m  —  1  )  (m  —  2)  , 

M     -rcosm~  a  sina  — 0 cosm-i,aSin3a-f- 

VI  1 .  "2 .  o 

D'après  la  formule  de  Moivre,  ce  développement  est  identiquement 
égal  à 

cos  m  a  +  i  sin  m  a. 

On  a  donc,  en  égalant  séparément  les  parties  réelles  d'une  part 

et  les  parties  imaginaires  d'autre  part, 

„,        m  [m  —  1)       _    2     .   „ 

COS  ma  =  cosma 5 -  COSm-*aSM'Ja 

1.2 

mlm — i)(m  —  2)(m — 3)       „    t 

jl. — ! Li 11 L  cosm_ *  a  sin*  a  — 

T  1.2.3.4 

m       _    .       .  m  (m  —  i)  (m  —  2)       „    «       •   ,      , 

sin  ma  =  —  cosm_ '  a  sin  a — cosm~3  a  sin3  a  +    •  • 

1  1.2.3 

Ces  formules  donnent,  pour  toute  valeur  du  nombre  entier  m,  les 

valeurs  de   cos  ma  et  de  sin  ma  en  fonction  de   cos  a  et  de  sina. 

On  voit  que  la  première  ne  renferme  que  des  puissances  d'expo- 
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sants  pairs  de  sin  a  ;  en  y  remplaçant  sin2  a  par  1— coss«,  on 
aura  la  valeur  de  cos  ma  sous  forme  de  polynôme  entier,  rationnel 
et  de  degré  m  en   cos  a. 

Dans  la  seconde  formule  cos  a  entre  avec  des  puissances  dont 
les  exposants  sont  tous  pairs  si  m  est  impair,  tous  impairs  si  m  est 
pair.  Dans  le  premier  cas,  sin  ma  peut  s'exprimer  rationnellement 
en  fonction  de  sin  a  ;  dans  le  second  cas,  cos  a  est  facteur  com- 
mun   à    tous    les    termes    jusqu'au    dernier,    dont    la    valeur   est 

m 
±  —  cos  a  sinm—   a.   Si  l'on  met   cos  a   en  facteur  commun,  on  a 
1 

entre  parenthèses   un    polynôme   qu'on   peut  exprimer    rationnel- 
lement en  fonction  de    sin  a. 
Nous  avions  prévu  ces  résultats  (117). 

Remarque  I.  —  Les  formules  qui  précèdent  permettent  de  trouver 
aisément   tg  ma    en  fonction  de    tg  a. 

Remarque  II.  —  Les  mêmes  formules  permettent  aussi  de  trouver 

ci  a 

les  équations  qui  donnent  cos  —  en  fonction  de   cos  a,    sin  —  en 

m  m 

fonction  de    sin  a,    etc.  On  exprime  pour  cela  cos  ma   en  fonction 

de   cos  a,    sin  ma    en  fonction  de    sin  a,   puis  on  remplace  partout 

a 
a  par  — 
m 


NOTE    II 

SUR    LES    PRODUITS   DE    VECTEURS 


En  donnant  au  n°209  une  idée  succincte  des  coordonnées  polaires 
dans  un  plan,  nous  avons  défini  le  rayon  vecteur  d'un  point  de  ce 
plan.  Ce  système  de  coordonnées  peut  être  étendu  à  l'espace  ;  les 
rayons  vecteurs  sont  alors  dirigés  d'une  manière  quelconque,  et  l'on 
montre  en  géométrie  analytique  qu'il  y  a  avantage  à  regarder  un 
rayon  vecteur  comme  positif  ou  négatif  suivant  qu'il  est  porté,  à 
partir  de  son  origine,  dans  un  sens  ou  dans  l'autre  sur  la  droite 
dont  il  fait  partie. 

Appelons  simplement  vecteur  un  segment  dirigé  d'une  manière 
quelconque  dans  l'espace,  mais  non  assujetti  à  partir  d'un  point 
fixe,  et  base  *  de  ce  segment  la  direction  dans  laquelle  doit  marcher 
le  mobile  qui  le  parcourt  pour  que  le  segment  soit  positif. 

Définition.  —  On  appelle  produit  de  deux  vecteurs  le  produit  de 
leurs  valeurs  algébriques  par  le  cosinus  de  l'angle  de  leurs  bases. 

Soient  a  et  b  les  valeurs  algébriques  des  deux  vecteurs  et 
a,  b  l'un  quelconque  des  angles  de  leurs  bases;  leur  produit  a  pour 
valeur  ab  cos  a,  b. 

Ce  produit  reste  invariable  pour  deux  vecteurs  bien  déterminés 
»i  l'on  vient  à  renverser  la  base  de  l'un  d'eux  ou  de  tous  deux;  car 
on  voit  sans  peine  que,  dans  ces  conditions,  deux  facteurs  du  pro- 
duit et  seulement  deux  changent  de  signe. 

Ce  produit  de  deux  vecteurs  rectangulaires  est  nul. 

On  représente  le  produit  des  deux  vecteurs  précédents  par  la 
notation  (a)  (b)  ;  ainsi,  par  convention, 

(a)  (b)  =  ab  cos  a,  b. 

Dans  le  théorème  qui  suit  nous  considérons  deux  contours  poly- 

*  Celte  expression  est  due  à  M.  le  Commandant  Guyou. 
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gonaux  plans  ou  non,  ayant  chacun  une  origine  et  une  extrémité; 
il  en  résulte  que  chacun  des  côtés  de  ces  contours  et  leurs  résul- 
tantes sont  des  vecteurs  bien  déterminés. 

Théorème  *.  —  Si  Von  considère  deux  contours  polygonaux,  le 

produit  des  vecteurs  résultants  est 

n»  égal  à  la  somme  algébrique  de  tous 

y\  les  produits  qu'on  obtient  en  multi- 

/q      \  pliant    chaque  vecteur   du  premier 

*^-^_      \  u  contour  par  tous  les  vecteurs  du  se- 

a     \  cond. 

•IP2     \ 

^^  \  Soient    a,  ,    a2  , ,    a„    et    a 

A  J  les  nombres  qui  mesurent  les  vec- 

v n  tU  

\  — 1*  teurs  et  la  résultante   AA'  du  pre- 

a'\      y\  \*         mier contour, et  soient  [3,,  p2, , 

&z  \aî  \  pp  et  b  les  nombres  qui  mesurent 

V ""  les  éléments  analogues  du  second. 

Pig-  82  Projetons  le  premier  contour  et  sa 

résultante  sur  la  base  de  la  résultante   BB'   du  second;  nous  aurons 

a  cos  a,  b  =  <*i  cos  at,  b  -+-  012  cos  ai,  6  -+- -4-  a»  cos  an,  b. 

Multiplions  par  b  tous  les  termes  : 

(1)  ab  cos  a,b  =  oub  cos  ai,  b  -f-a2&  cos  a2,  &  -+- -f-aj>  cos  an,  6. 

Chacun  des  termes  du  second  membre  est  la  projection  de  la 

résultante  du  second  contour  sur  la  base  d'un  des  vecteurs  du  pre- 
mier, cette  projection  étant  multipliée  par  ce  vecteur.  Remplaçons 
la  projection  de  la  résultante  par  la  somme  algébrique  des  projec- 
tions des  composantes;  nous  aurons  pour  le  terme  de  rang  h  du 
second  membre 

6  cos  <xk,  b  =  Pi  cos  <xk,  fa  -f-  p2  cos  a/f,  p2  -h -H  p,  cos  ak,  $p  , 

ou,  en  multipliant  tous  les  termes  par  ak, 

xkb  cos  <xA,  6  =.  aAPi  cos  ak,  Pi  -t-aA-Pa  cos  «/<>  P*  "+" +  *k$p  cos  a/n  P/>- 

Écrivons  cette  égalité  en  employant  la  notation  indiquée  plus 
haut  ;  nous  aurons,  pour  n'importe  quelle  valeur  df  k, 

(2)  («*)(&)  =  («*)(Pi)  +  («fcXM  + +  («*)(?,)• 

Or,  avec  cette  notation,  la  relation  (t)  s'écrit 

a  (b)  =  (a, )(fc)-t- («»)(&)  + +(«-)(«») 

ît,  en   appliquant  la  formule  (2)   à  chacun  des  termes  du  second 

*  Voir  sur  ce  théorème  une  note  de  M.  Carvallo,  insérée  dans  le  a"  d'août  1891  de? 
Nouvelles  Annales. 
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membre, 

[3)        •  (a)(fc)  =  (a1)(p1)H-(a.)'132)+ -4- (««)(?,) 

+-  («»)(P0  +  M  Pi)  -+- +  («>)(P,) 


+(o.xpi) +(«-)(?.)+ -M*.)(p,y. 

C'est  la  formule  qui  traduit  l'énoncé  du  théorème. 
On  peut  l'écrire 

(a)(b)  =  [(«,)  +  («,)  4- -+-(«„)][(£,) -MPO-f- +(M, 

pourvu  qu'on  développe  le  produit  des  deux  crochets  comme  le  pro- 
duit de  deux  polynômes. 

Application  l  la  démonstration  de  la  formulk  qui  donne    cos  (a-\-b). 

Traçons  le  cercle   trigonométrique  et  considérons  un  arc  quel- 
conque mesuré  par  a,  commençant  en  A  et  finissant  en  B.  Ajoutons 

à  cet  arc  un  second  arc  quelconque 
mesuré  par  b,  commençant  en  B  et 
finissant  en  C.  L'arc  a-\-b  com- 
mence en  A  et  finit  en  C.  L'axe  des 
cosinus  des  arcs  commençant  en  B 
est  OB,  et  l'axe  des  sinus  de  ces  arcs 
est  la  demi-droite  OD  qui  fait  avec  OB 
un  angle  positif  droit.  Abaissons  des 
points  A  et  C  les  perpendiculaires 
Fig-  S3  AE,  CF   sur  l'axe   OB.   Si  nous  échan- 

geons l'origine  et  l'extrémité  de  l'arc  a,  cet  arc  et  son  sinus  chan- 
gent de  signe  mais  non  de  valeur  absolue  tandis  que  le  cosinus  reste 
le  môme  ;  il  résulte  de  là  que  les  segments  OE  et  EA  ont  pour 
mesure  cos  a  et  — sina;  d'ailleurs  OF  et  FG  sont  mesurés  par 
cos  b  et  sin  b. 

Le  théorème  précédent  appliqué  aux  deux  contours   OEA,    OFG 
donne,  en  écrivant  les  segments  au  lieu  de  leurs  mesures, 
(ÔÂ)(ÔÏÏ)  =  [(ÔË)  +  (1Â)][(ÔF)  -+-   FC)]. 

Or,  (ÔË)(FC)  =0  et  (ËX)(Ôf)  =  0, 

comme  produits  de  vecLeurs  rectangulaires.  On  a  donc 

(ÔÏ)(ÔC)=JÔË)(ÔF)  -+-  (ËI)(FC), 
c'est-à-dire,  les  vecteurs  (JE,  ÔF  ayant  la  même  base  OB,  et  les  vec- 
teurs ËÂ,  FC  ayant  même  base  OD, 

cos  (o-4-6)  =  cos  a  cos  b  —  sin  a  sin  b. 


:nn 


NOTE 


Formule  fondamentale  de  la  trigonométrie  sphérique.' 

Considérons  un  trièdre   quelconque  et  décrivons  une  sphère  de 
son  sommet   0   comme  centre  avec  l'unité  de   longueur   comme 

rayon.  Le  trièdre  découpe  sur 
la  sphère  un  triangle  sphérique 
ABC  dont  tous  les  éléments  on', 
les  mêmes  mesures  que  les  clé- 
ments correspondants  du  triè- 
dre. Soient  a,  b,  c  les  mesures 
des  côtés  BG,  CA,  AB  du  tri  m- 
gle  et  des  laces  BOC,  COA,  AOB 
du  trièdre.  Regardons  les  arcs 
AI5  et  AC  comme  ayant  A  pour 
origine  commune,  de  sorte  que 
OAa;  sera  l'axe  de  leurs  cosinus; 
par  0  menons  les   perpendicu- 


Fig.  84 


laires  Qy,  Os  à  Ox  dans  les  faces  AOB,  AOC  du  trièdre  ;  ces  deux 
demi-droites  seront  les  axes  des  sinus  des  arcs  AB  et  AC,  l'angle 
qu'elles  forment  est  le  rectiligne  du  dièdre  OA,  et  a  même  mesure 
que  l'angle  des  côtés  AB,  AC  du  triangle  ;  soit  A  cette  mesure. 
Abaissons  de  B  et  C  les  perpendiculaires  BD,  CE  sur  Ox  et  appli- 
quons le  théorème  précédent  aux  deux  contours  ODB,  OrX  ;  en 
écrivant  les  segments  au  lieu  de  leurs  mesures,  nous  aurons 

(ôïïXôïï)  =  [(ôd)  +  (db)][(ôë)  +  (le)] . 
Or  les  produits  (Ôd)!Ëg)  et  (dïï)(u"Ë)  sont  nuls  comme  produits  de 
vecteurs  rectangulaires;  l'égalité  peut  donc  s'écrire 
_JÔB)(ÔC)  =  (ÔÔ)(ÔÊ)  +  (DB)(ËC) 

Mais  OB  et  OC  ont  pour  mesure  1  et  ces  vecteurs  forment  l'an- 
gle a  ;  OD  et  OE  ont  pour  mesures  cos  c  et  cos  b,  et  ont  même 
base  0#;  enfin  DB  et  EC  sont  mesurés  par  sin  c  et  sin  b  et  les 
bases  Oy  et  Oz  de  ces  vecteurs  font  l'angle  A.  L'égalité  précédente 
peut  donc  s'écrire 

cos  a  =  cos  b  cos  c  +  sin  &  sin  c  cos  A. 

C'est  la  formule  fondamentale  de  la  trigonométrie  sphérique. 
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RELATIONS  ENTRE  LES  ÉLÉMENTS  D'UN  TRIANGLE.  Recueil  de 
273  formules  relatives  au  triangle,  avec  leurs  démonstrations.  —  Vol. 
22/14«",  2'  édition ' 2  fr.  50 
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ÉLÉMENTS  DE  MÉTHODOLOGIE  MATHÉMATIQUE 

à  l'usage  de  tous  ceux  qui  s'occupent  de  mathématiques  élémentaires,  par 
M.  Dauzat,  inspecteur  d'Académie.  —  Vol.  22/14c,n  de  1100  pages,  avec 
figures.  2e  édition 10  fr.     » 

Cet  ouvrage  comprend  : 

1°  des  considérations  générales  sur  les  mathématiques  élémentaires  et  leur 
eoseignemeut  ; 

2°  un  résumé  raisonné  des  théories  arithmétiques,  algébriques  et  géométriques  ; 

3°  uu  exposé  des  méthodes  et  des  procédés  de  démonstration  et  de  résolution 
des  questions  élémentaires  de  mathématiques  ; 

4°  l'application  de  ces  méthodes  à  l'élude  de  plus  de  500  questions. 


THEORIE    ET    APPLICATIONS     DES    EQUATIONS    DU    SECOND 

DEGRE,  à  l'usage  des  élèves  de  Seconde  et  Première  C  et  D  et  de  Mathé- 
matiques A  et  B.  par  J.  Juhei-Hénoy.  —  Vol.  22, 14cm  de  251  pages, 
broché 3  fr.  50 

Complément  très  utile  du  touis  d'algèbre  des  classes  scientifiques  du  second 
cyc'e,  cet  ouvrage  intéressera  tous  les  élèves  qui  comprennent  et  qui  aiment  les 
mathématiques.  Ils  y  trouveront,  résolues  par  des  méthodes  variées,  mais  tou- 
jours à  leur  portée,  un  grand  nombre  de  questions  posées  aux  examens  du  bacca- 
lauréat ou  aux  concours  des  grandes  écoles. 


INSTRUCTION  DÉTAILLÉE  SUR  LA  RÈGLE  A  CALCULS  ET  SON 

EMPLOI,  par  le  Commandant  Dreyssé.  ancien  chef  d'escadron  d'artil- 
lerie de  manne.  —Vol.  22/14cm,  avec  figures.  2e  édition.     .     2  fr.   50 


ÉLÉMENTS   DE  MATHÉMATIQUES  SUPÉRIEURES 

à  l'usage  des  physiciens,  chimistes  et  ingénieurs  et  des  aspirants  à  ces 
titres,  des  conducteurs  de  travaux  et  des  élèves  des  Facultés  des  Sciences 
et  des  écoles  industrielles,  par  H.  Vogt.  professeur  à  la  Faculté  des 
Sciences  de  Nancv.  —  Un  fort  vol.  25/16°™  avec  de  nombreuses  figures. 
6e  édition  ..." 12  fr.     » 

Ces  Éléments  de  Mathématiques  supérieures  s'adressent  aux  jeunes  gens  qui 
désireut  compléter  leurs  études  de  mathématiques  é'emeutaires,  atia  de  pouvoir 
suivre  les  cours  d'analyse,  de  mécanique,  de  physique,  d'électrotechnique,  de 
chimie  physique,  etc.  Dès  leur  première  édition,  ils  ont  rencontré  un  accueil  très 
favorable  auprès  des  professeurs  et  des  étudiants,  car  il  manquait  un  ouvrage 
de  cette  nalure  comprenant  sous  une  forme  condensée  les  notions  fondamentales 
d'algèbre,  de  géométrie  auaiytique  et  d'analyse.  L'auteur  a  su  faire  un  excellent 
choix  de  ce  qui  est  indispensable  aux  étudiants  en  sciences.  La  clarté  et  la  conci- 
sion de  son  exposé,  dégagé  de  distinctions  trop  subtiles,  ont  beaucoup  contribué 
au  succès  de  cet  ouvrage. 


Programmes  des  conditions  d'admission  et  de  l'enseignement  : 

A  YÉcole  pratique  d'Électricité  industrielle 0  fr.  30 

W École  spéciale  des  Travaux  publics 0  fr.  30 

Aux   Cours   techniques  supérieurs  de   l'Ecole  spéciale  des    Travaux  pu- 
blics      0  fr.   30 

A  l'Ecole  supérieure  d'Aéronautique 0  fr.  30 
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LA  GRAMMAIRE  DES  ÉLECTRICIENS  enseignée  aux  débutants  »ar 
expériences  et  mesures,  par  E.  Gossart,  professeur  île  physique  expéri- 
mentale à  la  Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux.  — Deux  vol     22  14e"  : 

1.   -  Le    Courant  continu.  —  Vol.    de    x-444  pages,  illustré   de   154 
figures  avec  2  planches  photomicrographiques  hors  texte.    6  fr      » 

II.  —  Le   Courant  alternatif.  —  Vol.  de  419  pages,   illustré   de    201 
figures.     .     .  6  fr      * 

(Ce  dernier  volume  contient  le  résumé  d'un  Cours  de  Télégraphie  sans  fil.) 

Ce  livre,  d'excellente  vulgarisation,  est  destiné  a  enseiguer  à  tous  ceux  qui 
désirent  s'initier  à  l'industrit»  électrique,  les  principes  fondamentaux  sur  lesquels 
reposent  le  calcul,  la  construction  et  l'utilisation  des  machines  électriques.  L'ou- 
vrage n'est  pas  un  livre  élémentaire;  mais  la  clarté  de  l'exposition,  le  style  imagé 
permettent  à  tout  esprit  attentif  de  le  lire  et  d'en  tirer  profit. 

LEÇONS  SUR  LES  ALLIAGES  MÉTALLIQUES,  par  i.  Cavalier,  rec- 
teur de  l'Académie  de  Poitiers.  —  Vol.  25/1 6cm  avec  de  nombreuses 
figures  et  24  planches  photomicrographiques  hors  texte.     .         12  fr.     » 

Les  alliages  ont  été  depuis  vingt  ans  l'objet  de  travaux  innombrables  et  l'on 
possède  maintenant  une  bonne  vue  d'ensemble  de  leur  constitution,  He  leur  struc- 
ture et  de  leur»  propriétés.  A  côté  de  publications  très  étendues,  il  y  avait  place 
pour  un  livre  présentant  l'ensemble  de-  connaissances  acquises  et  les  reliant  aux 
lois  physico-chimiques.  C'est  ce  livre  qu'a  écrit  M.  Cavalier,  avec  une  clarté  et 
une  documentation  parfaites. 

LA  MÉTALLURGIE  DU  FER,  par  PaulDOUMER,P.  Ivveins,  F.  Thyssen, 
J.  0.  Arnold,  L.  Bâclé,  P.  Nicou,  E.  de  Loisy,  W.  Kestranbk,  baron  de 
Laveleve,  F.  Meyer.  —  Vol.  22 /14e™ 10  fr.     » 

M.  Paul  Doumer  a  fait,  en  s'enlourant  des  collaborations  utiles,  une  étude  de 
la  situation  de  la  Métallurgie  du  fer  dans  le  monde.  Ingénieurs,  industriels,  pro- 
fesseurs, choisis  parmi  les  plus  qualifiés  et  les  plus  compétents,  ont  parlé  succes- 
sivement de  chacun  des  grands  pays  producteurs  qu'ils  connaissent,  dans  des 
monographies  reliées  par  une  idée  et  un  plan  communs. 

LA  LOCOMOTIVE  MODERNE,  par  J.  TRinoT-LAsprÈRE,  ingénieur  civil  des 
Mines.  —  Vol.  20/13cm  de  193  pages,  illustré  de  nombreuses  gravures  et 
de  17  planches  hors  texte,  2e  édition,  broché  .  .  .  .  3  fr.  50 
Cartonné 4  fr.  50 

L'auteur  nous  dit  ici,  en  un  langage  simple,  tout  ce  qu'il  importe  desavoir  sur  la 
locomotive.  Il  s'interdit  les  développements  qui  n'auraient  qu'un  intérêt  technique, 
mais  il  ne  néglige,  par  con!re,  aucun  des  aspects  vivants  du  sujet. 


GÉOLOGIE 


Par  Stanislas  Meunier,  Professeur  de  Géologie  au  Muséum  d'histoire  natu- 
relle. —  Volume  25/16cm  de  xxix-988  pages,  avec  de  nombreuses  figures, 
broché 15  fr.     » 

Mûrement  composé,  cet  ouvrage  se  signale  avant  tout  par  la  méthodique  préci- 
sion de  sa  distribution.  Trois  parties  d'égale  importance  présentent  au  lecteur 
notre  globe  successivement  étudié  dans  sa  substance,  dans  sou  activité  et  dans 
son  évolution.  Une  conclusion  résume  les  traits  généraux  de  la  merveilleuse 
Histoire  de  la  Terre  et  ouvre  à  l'esprit  les  horizons  les  plus  graudio-es  sur  l'Eco- 
nomie de  l'Univers.  En  outre,  le  livre  se  termine  par  un  Index  alphabétique  qui 
constitue  véritablement  un  Dictionnaire  des  sciences  géologiques. 
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THE  ENGL1SH  SÏUDENTS  MAGAZINE 

Paraissant  le  5  et  le  20  de  chaque  mois  (d'octobre  à  juillet)  dans  le  format 

:  0  1  :<c,n 
Abonnement  d'un  an  :  France  6  fr.  ;  Étranger    .     .           .     .     .     7  fr.     » 
Le   numéro 0  fr.  40 

Rédacteur  en  chef  :  J.-R.  LUGNÉ-PHILIPON 

Professeur  agrégé  au  Collège  Rollin. 

Cette  Revue  s'adresse  à  tous  ceux  qui  étudient  l'anglais,  à  ceux  qui  ont  beaucoup 
à  apprendre  comme  à  ceux  qui  savent  déjà.  Elle  seia  un  bon  instr>  ment  de 
travail  pour  les  débutants,  qui  y  trouveront  des  textes  d'une  langue  sûre,  d'une 
attrayante  variété,  d'une  difficulté  graduée;  à  tous  elle  offrira  un  choix  e  mor- 
ceaux iutéressants,  une  abondante  diversité  d'articles  et,  dans  chacune  de  ses 
livraisons,  la  substance  de  plusieurs  magazines.  Avant  tout  scolaire  et  soucieuse 
d'être  utilisée  eu  classe,  elle  désire  avoir  aussi  sa  place  sur  le  bureau  de  l'étu- 
diant qui  travaille  seul,  et  même  sur  la  table  de  famille. 

(Demander  un  numéro  spécimen.) 

Récréations  et  Lectures  scientifiques  : 

LA  VIE  ET  LES  TRAVAUX  DES  SAVANTS  MODERNES,  d'après  les 

documents  académiques,  par  A.  Rebière.  2e  édition  revue  et  augmentée 
par  Ë.  •  Coursât,  professeur  à  la  Sorbonne.  —  Un  beau  vol.  22/14Cm, 
avec  portraits. 

PAGES  CHOISIES  DES  SAVANTS  MODERNES  extraites  de  leurs 
œuvres,  par  A.  Kebière.  —  On  très  fort  volume  à2/14cm,  de  628  pages, 
imprimé  sur  beau  papier  et  orné  de  portraits,  2e  édition. 

MATHÉMATIQUES  ET  MATHÉMATICIENS,  par  A.  Rebièbe.  -  Un 
beau  volume  22/14cm,  de  556  pages,  3e  édition. 

LES    FEMMES    DANS    LA    SCIENCE,    par  A.    Rebièrb.    -  Un    beau 
volume  22/ 1 4cm,  avec  portraits,  autographes  et  fac-similés,  2e  édition. 
Chacun  de  ces  volumes,  broché,  titre  rouge  et  noir     ...      5  fr.     » 
Relié  demi-chagrin,  coins,  télé  dorée S  fr.   50 

Les  4  volumes,  pris  ensemble,  reliés 30  fr.     » 

Paul   DOUMER 


LIVRE    DE   MES    FILS 

L'Homme   —   La  Famille   —   Le   Citoyen  —   La  Patrie 

Volume  20/13cm  de  344  pages,  broché,  3  fr.;   relié  à  l'anglaise 

litre  or,  U  fr. 

Première  partie  :  L'Homme.  —  La  Volonté  et  le  caractère.  Le  Devoir.  Le  Cou- 
rage. L'Action  et  le  Travail.  Culture  morale.  La  Justine  et  la  Fraternité.  La  Liberté 
et  la  T  dérance.  Culture  intellectuelle.  Action  du  moral  sur  le  physique. 

Deuxième  partie  :  La  Famille  —  Les  Parents.  L'Amour.  Le  Mariage.  Les 
Enfunt».  Bonheur  et  Richesse.  Dépopulation. 

Troisième  partie  :  Le  Citoyen.  —  La  République.  La  Constitution.  Devoirs 
civiques  Egalité  des  Droits.  Libertés  publiques.  Enseignement.  Assistance  et 
Prév  vance. 

Quatrième  partie  :  La  Patrie.  —  Le  Patriotisme.  Les  Sophistes.  La  France. 
Les  Forces  nationales.  La  Guerre.  L'Humanité. 
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H.   VUIBERT  23*  année 

ANNUAIRE    DE    LA    JEUNESSE 

Education  et  Instruction.  Ecoles  spéciales. 

In  beau  vol.  18/12«n  de  1188  pages,  broché 3  fr.  50 

Relié  toile  rouge 4  fr.  50 

Ouvrages  du  Lieutenant  de  Vaisseau  Georges  HÉBERT 

Directeur  technique  des  exercices  physiques  dans  la  Marine. 

La  méthode  d'éducation  physique  préconisée  par  M.  Hébert  s'impose  chaque 
jour  davantage  aux  suffrages  de  la  jeunesse  et  des  hommes  compétents.  Des  sys- 
lèmes  d'origine  étrangère,  ternes  et  fastidieux,  avaient  dans  ces  dernières  années 
trouvé  crédit  chez  nous  :  ils  ont  fait  leur  temps,  et  avec  la  Méthode  Hébert,  sim- 
ple, pratique,  toute  de  bon  sens,  c'est  la  Iradilion  française,  rajeunie  et  adaptée 
a  des  besoins  nouveaux,  qui  reprend  ses  droits. 

L'Éducation    physique     raisonnée 

Volume   24/l6cm,  illustré  de  iH  gravures   ou  photographies,   2e  édition, 

broché 3  fr.     » 

Relié  demi-chagrin. 5  fr.  50 

•a 

Guide    pratique    d'Education   physique 

Magnifique    volume  22 /  14cm,  illustré  de  411  gravures,  dont  364  photogra- 
phies, titre  rouge  et   noir,  broché 8  fr 

Relié  toile,  titre  or,  tète  dorée -    .      .     10  fr.     » 

L'Éducation   physique 

ou   l'Entrainement  complet  par  la 

Méthode  naturelle 

Volume  25/16c"\  illustré  de  photographies  hors  texte  ....     2  fr.     » 

Le  Code  de  la  Force 

Volume  18/12^ 1  fr.  50 

Ma    Leçon-type  d'Entraînement 

complet  et  utilitaire 

Vol.  1S/12"'\  illustré. 1  fr.  50 

Paul  VUIBERT 

LES   "    BOY   SCOUTS   " 

Brochure  2  r/16cm,  avec  7  magnifiques  phot.  hors  texte     .     .     .     0  fr.  75 


DESSENCN,  ERNEST  ^ 

.DU 

Traité  de  trigonométrie  . . . 


